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1. Wprowadzenie

Mereologia powstata jako teoria zbioréw kolektywnych (lub wspoélczesnie,
sum mereologicznych). Skonstruowat ja polski logik Stanistaw Lesniewski
(1916, 1927-1931). Zbiory kolektywne sg pewnymi calo$ciami ztozonymi
z czgsci, a samo pojecie bycia zbiorem kolektywnym moze by¢ zdefiniowane
za pomoca relacyjnego pojecia bycia czescig'. Dlatego mereologia moze by¢
uwazana za teori¢ ,,stosunku czesci do catosci” (z gr. pépog, meros — ,,czgs¢”).

Mereologia Lesniewskiego zostata sformulowana w sposob specyficzny,
odbiegajacy od standardowych formalizacji. Teoria ta byta nadbudowana nad
innym systemem Le$niewskiego, nazwanym przez niego ,,ontologia”. Wspot-
cze$nie teori¢ Le$niewskiego przedstawia si¢ w postaci pewnej teorii elemen-
tarnej badz przektadajac ja na jezyk teorii struktur relacyjnych. Mozna ja
rowniez analizowac, uzywajac tzw. logiki pluralne;j.
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Skoro etymologia stowa ,,mereologia” odpowiada okresleniu ,,teoria czgs-
ci”, tym pierwszym mozna nazywacé wszelkie formalne lub na wpot formalne
rozwazania o czg¢sciach, a nie jedynie teori¢ Lesniewskiego. Sadzimy jednak,
Ze moze przez to powsta¢ zamieszanie terminologiczne. W przypadku rozwa-
zania teorii stabszych od teorii Le$niewskiego raczej powinni§my dodac¢ od-
powiednie przymiotniki dookreslajace, tak jak to czynil Peter Simons (1987),
gdy np. badal ,,minimalng mereologi¢ ekstensjonalng”. W moich pracach (Pie-
truszczak 2013, 2020) analizowane sg za$ rdzne egzystencjalnie neutralne
1 egzystencjalnie zaangazowane teorie czesci. W teoriach egzystencjalnie neu-
tralnych mamy tylko takie zbiory kolektywne, ktoére otrzymujemy z podstawo-
wych whasnosci relacji bycia czescig®. Przyktadowo nie ma tam zbioru kolek-
tywnego utworzonego z dwoch obiektow bedacych czgsciami trzeciego. Nie
bedzie wiec istnie¢ zbior kolektywny ztozony z prawej i lewej reki danego
cztowieka.

Mereologi¢ Lesniewskiego zaliczamy za$ do teorii egzystencjalnie zaanga-
zowanych. Ich egzystencjalne zaangazowanie polega na tym, Zze maja one
dodatkowe aksjomaty postulujace istnienie zbiorow kolektywnych réznych
grup obiektow. Niektore z takich zbiorow mozna uzna¢ za obiekty otrzymy-
wane ad hoc, co w zwiazku z tym budzi kontrowersje. Przyktadowo, trudno
uznad, ze istnieje przedmiot materialny, ktory miatby by¢ zbiorem kolektyw-
nym ztozonym z Ksi¢zyca i z serca danego cztowieka. Co wigcej, problema-
tyczne jest tez nawet istnienie osobnego przedmiotu bgdacego zbiorem kolek-
tywnym prawej i lewej reki danego cztowieka. W teorii Lesniewskiego
postuluje si¢ za$ nieograniczone istnienie zbioréw kolektywnych dla wszelkich
(niepustych) grup obiektéw (w tym rowniez nieskonczonych). Wydaje sie, ze
takie rozwigzanie dopuszczalne jest jedynie w bezpunktowej geometrii i bez-
punktowej topologii, ktore dotycza regionow przestrzennych lub zdarzen cza-
soprzestrzennych®.

W czesci 2 przedstawimy podstawowe pojecia mereologii. W czesci 3
zajmiemy si¢ sumami mereologicznymi jako klasami kolektywnymi danej gru-
py obiektow. W czeSci 4 zaprezentujemy teorie egzystencjalnie neutralne.
Teorie egzystencjalnie zaangazowane omowione zostang w czesci 5. Wsrod
nich znajdzie si¢ najmocniejsza z nich — mereologia Le$niewskiego — oraz
dwie teorie zaproponowane przez Andrzeja Grzegorczyka (1955). W koncowej
czegsci pracy szkicowo przedstawimy problem zwigzany z przechodnio$cig po-
jecia bycia czesciq.

2 Zaznaczmy, ze zbidr kolektywny zlozony z samych fizycznych (materialnych) obiektow
ma by¢ przedmiotem tego samego rodzaju.

? Dodajmy, ze w tych bezpunktowych teoriach mamy punkty. Nie sg one jednak przyj-
mowane jako pierwotne, lecz definiuje si¢ je na bazie poj¢¢ pierwotnych, takich jak kule, bryty
czy regiony (zob. np. Tarski 1929, 1956; Gruszczynski, Pietruszczak 2008, 2009, 2018a, 2018b,
2019, 2021; Grzegorczyk 1960).
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2. Podstawowe pojecia mereologii

W tej czesci przedstawimy pojecia teorii czesci oraz ich podstawowe wlasnos-
ci. Przyjmiemy, ze relacyjne pojgcie bycia czescig ma w dowolnym uniwersum
rozwazan tworzy¢ ostry porzadek czgsciowy, tj. ma by¢ przechodnie i prze-
ciwzwrotne, co daje tez asymetrycznos¢. Ponadto we wszystkich uniwersach
niezdegenerowanych (tj. takich, ktore majg co najmniej dwa elementy) ma nie
by¢ najmniejszego obiektu (zera), a za to maja by¢ dwa obiekty niemajace
zadnej czesci wspodlne;.

2.1. Czesci jako kawalki

W jezyku potocznym stowo ,,cze$¢” rozumie si¢ zazwyczaj tak samo, jak
stowa ,,fragment” czy ,.kawatek”, gdy odnosimy je do obiektéw przestrzennych
(regionow) lub zdarzen czasoprzestrzennych. Przy takim rozumieniu stosunek
czesdei do cato$ci ma dwie podstawowe wlasciwosci:

1. Zaden przedmiot nie jest swoja czescia;
2. nie ma takich dwoch przedmiotow, z ktérych jeden bylby czescia
drugiego, a ten drugi byt czeScig pierwszego.

Dzigki pierwszemu warunkowi wida¢, ze w drugim chodzi o dwa ro6zne przed-
mioty. Pierwszy z powyzszych warunkéw mowi wiec, ze relacyjne poje-
cie bycia czesciqg jest przeciwzwrotne, drugi za§ mowi, ze jest antysymetrycz-
ne. To za$ jest rownowazne temu, ze to pojecie jest asymetryczne. Aby skrocic¢
zapis tych i1 innych wlasnosci pojecia bycia czescig, przyjmijmy, ze wyrazenie
T jest czgécig y-a” bedziemy symbolicznie zapisywac jako ‘x T y’. W dowol-
nym uniwersum rozwazan U przeciwzwrotnos$¢, antysymetryczno$¢ i asyme-
trycznos$¢ pojecia ,,bycia czgscig” wyrazimy formalnie jako odpowiednio:

(pz‘:) zIGUx C m)
(antysc) Zpyev(x #y A 2 CyA yCx),
(a’SE) 3:r,y€U($ Cy ANyl $)

Koniunkcja (pz-) 1 (antys-) jest logicznie rownowazna z (asc).
Lesniewski przyjmowat, ze stosunek czesci do catosci jest asymetryczny
(czyli tez przeciwzwrotny i antysymetryczny) oraz przechodni, tj.

3. kazda czgsé¢ jakiej$ czesci danego przedmiotu jest takze jego czescig.
Ma by¢ wigc spetniony ponizszy warunek:

(t‘:) vw,y,zeU((‘r - YA yz) =ab Z)'
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Z przeciwzwrotnosci 1 przechodnio$ci wynika, ze stosunek czesci do catosci
jest acykliczny, czyli nie ma zamknigtych cykli odnosnie do bycia czeScig.
Wyraza to nastepujacy schemat dla dowolnej dodatniej liczby naturalnej n:

(aCE) 31‘1,..,7;,,L€U(m1 C X2 JACERIVA Tnp—1 C :En)-

Oczywiscie, powyzszy schemat wyraza tez (pz-) i (asc) (dlan =1, 2).

Na poparcie wlasnosci przechodnio$ci pojecia bycia czescig bywa podawa-
ny nast¢pujacy przyktad: moja lewa rgka jest czescig mojego ciala, a to po-
ciaga, ze moja lewa dlon jest rowniez cze$cig mojego ciata. Nicholas Rescher
(1955) pokazuje jednak, ze w ogolnym przypadku przechodnio$¢ stosunku
czesci do catosci jest w istocie problematyczna. Oto jego kontrprzyktad: jadro
komoérkowe jest czgscig komorki, komorka jest cze$cia organu, lecz jadro nie
jest czescig organu. Jesli uwazamy, ze ¢zg$¢ ma tworzy¢ bezposredni funkcjo-
nalny wktad w calo$¢, to istotnie jadro komorkowe nie jest czgscig organu.
Simons (1987) wskazywatl za$, ze pojecie bycia czgscig z przechodnio$cia
odpowiada przestrzenno-czasowej inkluzji i w tym sensie jadro komorki jest
czescig organu. Simons twierdzil, ze to, iz wyraz ,,cz¢$¢” ma dodatkowe zna-
czenia, nie podwaza mereologicznego pojecia bycia czescig, gdyz nie twierdzi
si¢, ze pojecie mereologiczne zawiera wszystkie znaczenia stowa ,,czes$¢”, lecz
,podstawowe 1 najwazniejsze”. Uwazamy, ze przechodnio$¢ pojecia bycia
czescig jest bezsporna, gdy odnosi si¢ do przestrzennych regionéw lub czaso-
przestrzennych zdarzen.

Jesli odrzucimy przechodnio$¢ pojecia bycia czescig, to zalozymy jego
acyklicznos¢, co daje asymetri¢ i przeciwzwrotnos¢. W koncowej czesci przed-
stawimy szkicowo problemy zwigzane z przechodnio$cig tego pojecia.

2.2. Inne znaczenia slowa ,,cze$¢”

W literaturze przedmiotu rozpowszechnit si¢ zwyczaj, zgodnie z ktorym przy
potocznym znaczeniu stowa ,,cze$¢” uzywa si¢ wyrazenia ,,cze$¢ wlasciwa”.
W takich przypadkach sam termin ,,cz¢$¢” nabiera nowego sensu, przy ktorym
ma szerszy zakres uzycia. Mianowicie przyjmuje sig, ze czgscig danego przed-
miotu jest on sam oraz kazda jego cz¢$¢ w potocznym tego stowa znaczeniu.
Kazda czgs¢ danego przedmiotu r6zng od niego nazywa si¢ jego czgscig wias-
ciwa. W tym nowym znaczeniu stowa ,,cze$¢” wprost z okreslenia wynika, ze
jest to pojecie zwrotne i antysymetryczne:

1. kazdy przedmiot jest swoja czgscia (niewlasciwa);

2. nie ma takich dwéch (réznych) przedmiotdéw, z ktérych jeden bytby

czeScig drugiego, a ten drugi byl czescig pierwszego.
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Jesli uzywamy danego stowa w nowym znaczeniu, to musimy uznac, ze
mamy do czynienia z nowym pojeciem, i zastosowaé dla niego nowe symbo-
liczne oznaczenie. A zatem przy tym nowym znaczeniu wyrazenie ,,x jest
czg$cig y-a” bedziemy zapisywac jako ‘xz C y’. Zwigzek pomiedzy oboma
pojeciami wyraza nastepujaca formuta, definiujgca to nowe pojecie za pomoca
starego:

rCye (zCyVae=y).

Zwrotno$¢ relacji C wynika wprost ze zwrotnos$ci predykatu identycznos$ci

=’, a jego antysymetryczno$¢ otrzymamy z (antysc) oraz wlasno$ci iden-
tycznosci:

(ZE) VmeUm E x,

(antysc) Zryev(r#y AN xCyA yEx).

Podobnie, jesli przyjmiemy, ze relacja C jest przechodnia, to taka bedzie row-
niez relacja C:

(tg) vx,y,zEU«m E ) A ) E Z) =T E Z)

Ponadto, na mocy (pz-) i (asc), dla dowolnych z i y dostajemy:

rCys (xCyAz#y),
tCye (xCyArZy).

Te dwie formuly nie sa definicjami relacji C, gdyz ta jest u nas pierwotna.
Przyjecie konwencji rozszerzajacej zakres stowa ,,cz¢$¢” moze czasami dopro-
wadzi¢ do nieporozumien.

2.3. Ingrediensy

Stanistaw Lesniewski nie zmienial potocznego znaczenia wyrazu ,,cz¢$¢”. W swo-
ich pracach uzywat stowa ,,ingrediens” (a zgodnie z 6wczesng ortografia: ,,in-
gredjens”), ktore nie wystgpowalo w miedzywojennej polszczyznie. Zastosujmy
ten neologizm, zapisujac go oczywiscie wedlug wspotczesnych zasad, czyli jako
»ingrediens”. A zatem ingrediensem danego przedmiotu jest on sam oraz kazda
jego czgs¢ w potocznym tego stowa znaczeniu. Obce brzmienie wyrazu ,,ingre-
diens” przypomina zarazem, ze jest to pojecie utworzone sztucznie®.

4 Naszym zdaniem niezrozumiale jest zastapienie w angielskich wydaniach prac Lesniew-
skiego jego pierwotnego stowa ,ingredjens” przez ang. ,ingredient”, oznaczajace sktadnik.
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2.4. Brak obiektu pustego (zera)

Gdy zaktadamy, ze uniwersum rozwazan sktada si¢ odpowiednio z obiektow
fizycznych lub regionéw przestrzennych, czy tez zdarzen czasoprzestrzennych,
wtedy z naszych rozwazan wykluczamy odpowiednio istnienie obiektu puste-
g0, pustego regionu czy tez pustego zdarzenia, ktore odpowiednio miatyby by¢
czescig kazdego innego obiektu, regionu, zdarzenia. Nie mamy zatem analogii
do teorii mnogosci — teorii zbiorow (klas) dystrybutywnych — w ktorej zakta-
damy istnienie zbioru pustego (), bedacego podzbiorem kazdego innego zbioru
dystrybutywnego.

W sensie algebraicznym taki obiekt pusty odpowiadatby zeru, czyli naj-
mniejszemu elementowi uniwersum rozwazan wzgledem relacji C. Oczywiscie
w zastosowaniach teorii cze¢$ci przyjmujemy, ze jest wigcej niz jeden obiekt
fizyczny, region przestrzenny lub zdarzenie czasoprzestrzenne. Teoretycznie
jednak nie wykluczamy jednoelementowego uniwersum rozwazan, ktére na-
zywamy zdegenerowanym. W takim za$ uniwersum jego jedyny element jest
zerem, chociaz nie musimy go traktowac jako obiektu pustego. We wszystkich
rozwazanych teoriach w niezdegenerowanym uniwersum nie ma zera:

(3,0) E|z,u€U z 75 U = szUquU X E u.

Zasada ta bedzie wynika¢ z innych dalej przyjetych. Podajemy ja juz teraz,
gdyz przez to nabiorg wlasciwego znaczenia dalej wprowadzane pojecia po-
mocnicze.

2.5. Relacja bycia zewnetrznym wzgledem

Pomocniczym relacyjnym pojeciem dotyczacym elementéw uniwersum

jest bycie zewnetrznym wzgledem, ktore oznaczymy przez !. Moéwimy, ze jeden

obiekt jest zewnetrzny wzgledem drugiego, gdy nie majg one zadnego wspol-

nego ingrediensa. W zapisie symbolicznym, dla dowolnych z,y € U kladziemy:
2y & Zev(zExzA 2Ey).

Jest to relacja symetryczna; a skoro relacja C jest zwrotna, wigc ! jest prze-
ciwzwrotna®. Nazwa i definicja tej relacji pochodza od Lesniewskiego. Intuicje

Lesniewskiemu nie chodzilo przeciez o zastgpienie stowa ,,cze$¢” stowem ,,sktadnik” (ingre-
dient), gdyz cato$¢ nie jest swoim sktadnikiem. W tlumaczeniach nalezalo raczej uzywaé zapisu
ningrediens” (w liczbie mnogiej: ,ingredienses”™).

> Zachodzenie x ¢ y nie wyklucza tego, ze x i y sie stykaja. Chodzi tutaj tylko o to, ze x i y nie
maja zadnej czesci wspdlnej. Odrdznienie stycznego i niestycznego przypadku bycia zewngtrz-
nym jest mozliwe dopiero w bezpunktowej geometrii lub topologii (zob. np. Tarski 1929, 1956;
Gruszczynski, Pietruszczak 2008, 2009, 2018a, 2018b, 2019, 2021; Grzegorczyk 1960). Zatem
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zZwigzane ze znaczeniem uzytego zwrotu ,,jest zewngtrzne wzgledem” bierze-
my z przypadku, gdy C jest ,,prawdziwg” relacja bycia czescig, a T jest ,,praw-
dziwg” relacja bycia ingrediensem oraz pamigtajac, ze zaden element nie jest
zerem w uniwersum niezdegenerowanym. To, ze dwa obiekty sa zewngtrzne
wzgledem siebie, jest rOwnowazne temu, ze zaden z nich nie jest czescia
drugiego oraz ze nie majg zadnej czgsci wspolnej:

2y & (#yYAN—zCyA—-yCaoA Zey(zCx A 20 y)),

2y S (T ZyNyLaA Ze(zCa A 2Cy)).

Dzigki zasadzie mowiacej, ze w niezdegenerowanym uniwersum nie ma
zera, relacja ! nie staje si¢ automatycznie pusta. Chociaz i tak nie jest to
zagwarantowane. Aby tak bylo, musimy rozwazaé struktury, ktore speiniaja
mocniejsza niz (70) zasadg, mowiaca, ze w niezdegenerowanym uniwersum
mamy co najmniej dwa elementy zewngtrzne wzglgdem siebie:

() Jouer 2 F# u= Fppev LY.

2.6. Relacje zachodzenia na i krzyiowania si¢

Kolejng pomocnicza, binarng relacjg jest relacja zachodzenia na (lub naktada-
nia si¢), oznaczana przez ,,0”. Jej oznaczenie i polska nazwa pochodzi od ang.
»overlap” (uzywanego w: Leonard, Goodman 1940). Dwa obiekty zachodza na
siebie, gdy majg co najmniej jeden wspdlny ingrediens, czyli dla dowolnych
z,y € U mamy:

roy < ep(zCx A 2L y).

Jest to relacja symetryczna; a skoro relacja C jest zwrotna, to takze o jest
zwrotna. Ponadto relacje o 1! dopetniajg si¢ wzajemnie. Zauwazmy, ze zacho-
dzenie warunku z o y nie znaczy, ze x i y krzyzujg si¢, gdyz nie wykluczamy
tego, ze jeden z nich jest czgScig drugiego (co kloci si¢ ze znaczeniem zwrotu
»zachodzi¢ na siebie”). Mianowicie, to ze x o y jest rOwnowazne temu, ze albo
x =y, albo z jest czescig y-a, albo odwrotnie, albo x i y maja czes¢ wspdlna:

zoy & (r=y V zCy V yCx V J,p(zCz A zCy)),
zoy & (zC yVylaoV IphaozA zCy)).

Zwrotowi ,,zachodzi na” bardziej odpowiada relacja krzyzowania sie albo
wlasciwego zachodzenia na, ktora oznaczymy symbolem (). Mowimy, ze dwa

jest zupetnie inaczej niz w zwyklej, punktowej geometrii, gdzie figury styczne nie sa roztaczne,
gdyz maja wspolny punkt.
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obiekty krzyzuja si¢, gdy maja jakas wspolng czgsé, lecz zaden z nich nie jest
czescia drugiego, czyli dla dowolnych =,y € U mamy:

)y & (x#AyA-xCyA-yCaA Jey(zExzA 20 y)).

Jest to relacja symetryczna i przeciwzwrotna. Wyrazimy jg takze w nastepujacy
Sposob:

)y @ (xoyAN zZyAN y x).

Zatem dwa obiekty krzyzuja si¢ wtedy i tylko wtedy, gdy naktadaja si¢ wza-
jemnie, lecz zaden z nich nie jest ingrediensem drugiego. Dzigki zasadom (Z0)
i (1) jasne staja si¢ intuicje zwigzane z relacjami o i (). Ponadto, na mocy
przyjetych definicji oraz (pz-) i (asc), mamy nastgpujace zwiazki pomiedzy
wprowadzonymi relacjami:

zoy ©(r=yValyVylzV z()y),
Ly & (xly V z(y V yCx).

Zatem dwa (r6zne) obiekty zachodza na siebie wtedy i tylko wtedy, gdy albo
si¢ krzyzuja, albo jeden jest czesScig drugiego. Ponadto jeden obiekt nie jest
ingrediensem drugiego wtedy i tylko wtedy, gdy albo sg zewngtrzne wzglgdem
siebie, albo si¢ krzyzuja, albo ten drugi jest czgécia pierwszego.

3. Sumy mereologiczne i kresy gorne

3.1. Klasy kolektywne jako sumy mereologiczne

Niech ‘S’ bedzie literg schematyczng reprezentujaca jaka$ nazwe generalng
pewnych elementow uniwersum rozwazan U. Zakresem tej nazwy jest dystry-
butywny zbiér S-6w z U, tj. zbiér {u € U : u jest S-em}. Wzorujac si¢ na
Alfredzie Tarskim (1929, 1956), zamiast méwic, ze x jest klasa kolektywng
S-6w, bedziemy pisac: z jest sumg mereologiczng wszystkich elementow zbio-
ru (dystrybutywnego) wszystkich S-6w. Mozemy réwniez przejs¢ do rozwa-
zania dowolnych podzbioréw uniwersum, a nie ogranicza¢ si¢ do zakresow
nazw generalnych. To pozwala na pozbycie si¢ z rozwazan liter schematycz-
nych. Zamiast o sumie wszystkich S-6w mozemy mowié o sumie wszystkich
elementéw danego podzbioru zbioru U. A zatem dla dowolnego elementu z
i dowolnego podzbioru Z zbioru U przyjmujemy, ze:

x jest sumg mereologiczng wszystkich elementéw dystrybutywnego zbioru Z
wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sa ponizsze dwa warunki:
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» kazdy element zbioru Z jest ingrediensem z-a,
* kazdy ingrediens x-a zachodzi na jaki$ element zbioru Z.

Jednakze, zamiast pisac:
* x jest sumg mereologiczng wszystkich elementow zbioru Z
bedziemy pisa¢: ‘x sum Z’. Mozemy wiec utworzy¢ binarng relacje sum

zawartg w zbiorze U x P(U), przyjmujac, ze dla dowolnych =z € U
iZePU):

zsumZ & Vg 2C A Vyep(yC o = Jcz 20y).

Jako konsekwencje zwrotnosci relacji C otrzymujemy:

* dla dowolnych z € U i Z € P(U): je$li x sum Z, to Z # (),

czyli nie istnieje suma mereologiczna zbioru pustego (). To za§ mowi, ze nie
ma czego$ takiego, jak pusta klasa kolektywna. Wspotgra to z (70) gltoszacym,
ze W niezdegenerowanym uniwersum nie ma zera, ktére gratoby tam rolg
obiektu pustego. Jest to zgodne z ponizsza ogdlng zasada, ktora otrzymujemy
ze zwrotnosci relacji o:

* jesli x € Z 1 zbidr Z jest zawarty w zbiorze wszystkich ingrediensow x-a,
toxzsum Z,czylijeSlizc € ZC{ueU : vl z}, to z sum Z.
A stad otrzymujemy:
« x sum{z}, tj. = jest mereologiczng suma samego siebie,
« z sum{u € U : u C z}, tj. x jest sumg wszystkich swoich ingrediensow.
Mamy réwniez:
* jesli x nie jest atomem, to z sum{u € U : u C z}, tj. = jest mereolo-
giczng sumg wszystkich swoich czesci.

MusieliSmy przyjac¢ to zalozenie, gdyz atomy nie maja cze¢sci, a nie ma sumy
mereologicznej zbioru pustego.

Do tej pory nie zajmowali§my si¢ problemem, czy w danym uniwersum U
jest element najwigkszy, ktory nazywamy jednoscia, tj.:

* x jest jednoscia w U wtedy 1 tylko wtedy, gdy Ve v C .
Oczywiscie z (antysc) dostajemy, ze dane uniwersum moze mie¢ co najwyzej
jedng jedno$¢. Problem istnienia jednosci ma zwigzek z istnieniem sumy me-
reologicznej catego uniwersum. Mianowicie dla dowolnego = € U:

o x sum U wtedy i tylko wtedy, gdy « jest jednoscia w U.

Uniwersum moze wigc mie¢ co najwyzej jedng sume (o ile ma jedno$c).
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3.2. Funkcyjnos$¢ relacji sum

Zgodnie ze znaczeniem stowa ,.klasa”, pojecie klasy kolektywnej S-6w moze
mie¢ co najwyzej jeden desygnat. Wlasnie taki aksjomat przyjmowal Lesniew-
ski (1927, 1928).

Przyjete do tej pory zalozenia pozwalaja jedynie powiedzie¢, ze o ile cate
uniwersum ma sume¢ mereologiczna, to ma ja tylko jedng (jest nig jedno$¢, o ile
ona istnieje). Aby mozna bylo to powiedzie¢ o innych podzbiorach uniwersum,
przyjmiemy nowe zatozenie, ktore w naszej terminologii jest odpowiednikiem
jednego z aksjomatdéw przyjetych przez Lesniewskiego. Bedzie ono mowic
o funkcyjnosci relacji sum:

(fsum) VZEP(U)vm,yEU((x sum Z N\ Yy sum Z) =T = y)

A zatem kazdy zbidr moze mie¢ co najwyzej jedna sume. Stad wynika, ze {x}
jest jedynym singletonem, ktorego suma jest x:

(sfsum) Vayer(z sum {y} = z =y).

To pokazuje, ze biorac pod uwagg fakt, iz z sum {z}, mozemy mereologiczna
sumg¢ singletona {x} utozsami¢ z samym z-em, co zapisujemy jako x = [[z].
A zatem klasa kolektywna budowana z jednego obiektu jest tym obiektem. Nie
twierdzimy, ze jest to klasa jednoelementowa, gdyz kazda cze$¢ obiektu x
trzeba uzna¢ za mereologiczny element klasy [z].

Na koniec zauwazmy, ze (fsum) pociaga ponizsza zasade ekstensjonalnosci
wzgledem C, ktora jest mereologicznym odpowiednikiem zasady ekstensjonal-
nosci przyjmowanej w teorii mnogosci:

(extc) Vayer(Fueru Tz A Veep(2C & 2Cy)) = z=y).

A zatem nie ma dwoch nieatomowych obiektow takich, ze kazda cz¢$¢ jednego
jest czgsécig drugiego. Niezbedne jest zalozenie, Zze x nie jest atomem, gdyz
w innym przypadku drugi czlon poprzednika implikacji jest zawsze prawdzi-
wy. Istotnie, niech P, i P, beda odpowiednio zbiorami wszystkich czgsci z-a
i y-ka. Przyjete zatozenie mowi, ze P, = P, # (. Wiemy, ze z sum P,
iy sum P,. Stad (fsum) daje nam: « = y. Implikacji odwrotnej nie uzyskamy,
gdyz x moze byé atomem mereologicznym®.

® Nie mamy zasady ekstensjonalnosci dla relacji C. Z (zc) mamy przeciez Vager (Vaer
(2Cx=2Cy)=2Cy),atoi(antysc) daje Vyyer(Veer (2 Cx & 2L y)) = 2 =y).
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3.3. Kresy gorne

Rozpatrywane uniwersa sa czesciowo uporzadkowane przez relacje C, ktéra
jest w nich zwrotna, antysymetryczna i przechodnia. Mozna wigc w nich roz-
patrywac binarng relacj¢ bycia kresem gornym. Mowiac lapidarnie, kresem
gornym podzbioru Z uniwersum U ma by¢ najmniejszy obiekt w uniwersum,
ingrediensami ktorego sa wszystkie elementy podzbioru Z. To, Ze obiekt x jest
kresem gornym zbioru Z, bedziemy zapisywac jako ‘xz sup Z’. Mozemy wigc
utworzy¢ binarng relacje sup zawarta w zbiorze U x P(U), przyjmujac, ze dla
dowolnych Z € P(U) iz € U:

rsup Z < V.ez zEx A vyEU(VZEZZEyixgy)'

Bezposrednio z (antys-) mamy funkcyjno$¢ relacji sup:

(fsup) \V/ZGP(U)vw,yGU((:C sup Z A\ ysup Z) =T = y)

Z dotychczas przyjetych zalozen nie mozna wyprowadzi¢ zadnych cieka-
wych zwiazkéw pomiedzy relacjami sum i sup. Wprowadzilismy t¢ druga
relacje tylko po to, aby dalej, przy przyjmowaniu kolejnych zatozen, modc
pokazywac zwigzki pomigdzy tymi dwoma relacjami.

4. Teorie egzystencjalnie neutralne

Jak juz wspomnieliSmy we wstepie, teorie egzystencjalnie neutralne nie majg
zadnych aksjomatdéw postulujacych istnienie sum mereologicznych, ktérych
istnienie nie wynikatoby z przyjetych definicji i podstawowych wtasnosci
relacji bycia czescig. Dodajmy, ze taki aksjomat egzystencjalny nie musi jed-
nak explicite postulowac istnienia sumy mereologiczne;.

4.1. Slaba zasada uzupelniania

Przyktadami ,,neutralnych egzystencjalnie” aksjomatow sg pochodzace od Si-
monsa (1987) dwie zasady uzupetiania: staba i mocna. Pierwsza z nich (Weak
Supplementation Principle) ma postac:

(WSP) vx,yeU(y Cx= ElzeU(z CxA zZy)),

tj. jesli jeden obiekt jest czgscia drugiego, to jakis obiekt jest czgScia tego
drugiego i jest zewnetrzny wzgledem pierwszego. Z zasady (WSP) i prze-
ciwzwrotnosci relacji ! wynika, ze zaden obiekt nie ma doktadnie jednej
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czesci (chociaz mogg istnie¢ obiekty niemajace zadnej czg$ci — mereologicz-
ne atomy):

vz,yEU(y Cx= ElzGU(Z LzA z 7é y))

Pokazano (zob. np. Pietruszczak 2000, s. 71), ze (WSP) pociaga (pz-)’.
Majac wigc (WSP) i (tc), nie trzeba zaktadaé ani (pzc-), ani (asc). Z (WSP)
rowniez wynikaja obie zasady (Z0)i (F?).

Udowodniono tez (zob. np. Pietruszczak 2000, s. 71-72; 2013, s. 59—
60), ze:

* (WSP) jest rownowazne z koniunkcja (sfsum) 1 (pz-).
A stad otrzymujemy, ze
* (WSP) wynika z (fsym) 1 (pzc).

Wspomnieli$my juz, ze aby otrzymac jakie$ zwigzki pomigdzy relacjami
sum i sup, trzeba przyja¢ jakie§ dodatkowe zalozenie o relacji C. Takim
wlasnie zatozeniem jest (WSP). Pokazano (Pietruszczak 2000, s. 147; 2013,
s. 63) ze zasada (WSP) jest rownowazna ponizszemu zdaniu:

(<) vZeP(U)Vr,yeU(@ sum Z A ysup Z) = x = y),

tj. jesli istnieja suma mereologiczna i kres gorny danego zbioru, to sg one
rowne.

4.2. Mocna zasada uzupelniania

Druga z zasad przyjetych przez Simonsa (1987) — ,,mocna zasada uzupetnia-
nia” (Strong Supplementation Principle) — glosi, ze jesli jeden obiekt nie jest
ingrediensem drugiego, to jaki§ obiekt jest ingrediensem pierwszego i jest
zewngtrzny wzgledem drugiego:

(SSP) Viyev(zt Z y= Fcv(zC z A 21Y)).

W nastepniku musi sta¢ C, a nie T, gdyz x moze by¢ atomem.

Zauwazmy, ze (asc) i (SSP) pociagaja (WSP). Istotnie, niech y C z. Wte-
dy, na mocy (pz-) i (asc), mamy: x [Z y. Stad, na mocy (SSP), dla jakiego$ z
mamy: z C x i z1y. To za$ i przyjete zalozenie dajg z # x. A zatem: z C .

7 Zatézmy, ze x C x. Wtedy, na mocy (WSP), dla jakiego$ z mamy: zC z i z0z. To
pierwsze za$ daje z o x, czyli mamy sprzeczno$¢. Piszemy o tym, gdyz Simons (1987) — a za
nim inni autorzy — zaktadaja zwykle (WSP) plus tc plus (pz-) lub (asc).
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Z (SSP) wynika nastepujaca wersja zasady uzupelniania:

Vr,yEU(x 0 Yy = 3ZEU('Z LxA Zzy))a

tj. jesli dwa obiekty krzyzuja sig, to jeden z nich ma cze$¢ zewnetrzng wzgledem
drugiego. Istotnie, jesli z )y, to z 0y i x [Z y. Stad, na mocy (SSP), mamy z
takie, ze z C x 1 2 y. Stad za§ mamy: z # x, skoro x o y. A zatem: z C z.

Udowodniono (Pietruszczak 2000, s. 74—76; 2013, s. 47-48), ze zasada
(SSP) jest rownowazna kazdej z dwoch ponizszych:

(SSPO) vx,yGU(vzeU(z oxr= zo y) = z L y)a
(SSP)  Vayev(Veev(zy = 202) = L y).

Roéwnowaznos¢ dwoch powyzszych zasad dostajemy z zaleznosci zachodzace;j
pomiedzy o i !. Glosza one: jeden obiekt jest ingrediensem drugiego, jesli
kazdy obiekt zachodzacy na pierwszy zachodzi tez na drugi, lub réwnowaznie,
jesli kazdy obiekt zewnetrzny wzgledem drugiego jest zewngtrzny wzgledem
pierwszego.

Z (tc) mamy implikacje odwrotne do (SSP,) i (SSP,), co razem daje:

Voyevt (2 Cy e Vep(zox = zoy)),
Voyer (2 Cy & Vep(zlz = 21y)).

Relacja C jest wigc wyrazalna przez kazdg z relacji o i (.

Mocna zasada uzupetniania (SSP) daje kolejny zwiagzek zachodzacy po-
migdzy relacjami sum i sup. Jest on mocniejszy od tego, ktory dawata (WSP).
Mianowicie udowodniono (Pietruszczak 2000, s. 78; 2013, s. 63—64), ze:

» zasada (SSP) jest rownowazna z inkluzja sum C sup, méwiaca, ze

kazda suma mereologiczna jest kresem gornym.
Skoro sume¢ mereologiczna maja tylko niepuste zbiory, dostajemy:

Vzepw)Veev(x sum Z = (Z# 0 A x sup Z)).

Oczywiste jest, ze majac powyzsze i (foup), otrzymamy ({).

Zaznaczmy, ze w teoriach egzystencjalnie neutralnych nie otrzymamy ani
implikacji odwrotnej do powyzszej, ani inkluzji sup C sum. Dalej pokaze-
my, ze te dwa ostatnie warunki wymuszajg istnienie sum mereologicznych,
ktorych nie otrzymamy z przyjetych definicji i podstawowych wtasnosci
relacji C.

Oprocz podanej wezesniej definicji relacji sum, Lesniewski (1931) zapro-
ponowal druga eksplikacje pojecia klasy kolektywnej. W mereologii Lesniew-



138 Andrzej Pietruszczak

skiego obie definicje sg rownowazne. Wynika to z samej zasady (SSP). Nie
bedziemy wprowadza¢ nowej relacji, lecz zauwazmy, ze gdy przyjmujemy te
zasade, to relacja sum ma nastgpujaca wlasnos¢: dla dowolnych z € U

iZePU):
($) zsumZ & Vep(yle e Viez 21Y),

tj. « jest sumg mereologiczng wszystkich elementow zbioru Z wtedy i tylko
wtedy, gdy to, ze dany obiekt jest zewngetrzny wzgledem z-a, jest rtOwnowazne
temu, ze obiekt ten jest zewnetrzny wzgledem wszystkich elementow zbioru Z.
Co wigecej, implikacja ,,<=” jest rownowazna zasadzie (SSP). Dowdd tych
faktow mozna znalez¢ w (Pietruszczak 2000, s. 114-115; 2013, s. 69-71).

Biorac pod uwage zalezno$¢ zachodzaca pomigdzy relacjami i o, tezg ()
mozna wyrazi¢ jako:

($6) zsumZ <& Vep(yor < Tz z0y).

A zatem x jest suma mereologiczng wszystkich elementow zbioru Z wtedy
i tylko wtedy, gdy to, ze dany obiekt zachodzi na z-a, jest rownowazne temu,
ze obiekt ten zachodzi na jaki$§ element zbioru Z.

4.3. Zasada czesci wlasciwych

Zasade czeSci wlasciwych przyjat Simons (1987) i nazwal ja Proper Parts
Principle®. Wyraza ja nastepujaca formuta:

(PPP) V,ycv((FuevuT ax A Voey(2C oz = 2Cy)) = xzCy),

tj. jesli kazda czes$¢ nieatomowego obiektu jest czgsScig innego, to ten pierwszy
jest ingrediensem drugiego. Niezbedne jest zatozenie, ze ten pierwszy nie jest
atomem. Ponadto w nastgpniku (PPP) nie moze wystapi¢ x C y, gdyz z po-
przednika nie wynika, ze = 1 y sg rdzne.

Zasada (PPP) wynika z (SSP). Istotnie, niech v C x 1 kazda czgs¢ z-a jest
czescig y-a. Wtedy: v C y. A zatem mamy: x o y. Ponadto zat6zmy nie wprost,
ze x £ y. Wtedy, na mocy (SSP), dla jakiego$ z mamy: z C x i z 0 y. Stad za$
i z zalozenia mamy: z # x. A zatem: z C z. Stad, na mocy zalozenia, takze
z C y. Zatem dostajemy sprzeczno$c.

& Simons (1987) stosuje terminologie, zgodnie z ktéra termin ,,cze§é wilasciwa” (proper
part) odpowiada stosowanemu przez nas terminowi ,,cz¢$¢”.
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4.4, Zasady ekstensjonalnoSci

Dzigki (antysc) kazda z zasad (SSP,) i SSP,), rownowaznych z (SSP), daje
mereologiczny odpowiednik zasady ekstensjonalnosci, odpowiednio wzglgdem
relacji o1 &

(exto) Viyev(Viev(zoz & 2z0Yy) = z=1y),
(ext)) Viyev(Veev(2lz & 20y) = x=1y).

Powyzsze implikacje sa odwracalne ze wzglgdu na wtasnos¢ predykatu =,

Udowodniono (Pietruszczak 2000, s. 73; 2013, s. 59), ze przy przyjetych
definicjach i zatozeniach o C, zasady (exto) i (fsum) sa rOwnowazne. A to
jeszcze raz pokazuje, ze (SSP) pociaga (ext,) i (ext,), a kazda z nich pociaga
(WSP). Na koniec zauwazmy, ze z (antysc) i (PPP) dostajemy zasade (extr),
ktora juz otrzymaliSmy z (fsum) (zob. Pietruszczak 2000, s. 77).

4.5. Wyrdznione teorie

Z podanych w tej czgsci zasad mozna utworzy¢ 12 nierownowaznych teorii,
ktore jako tez¢ maja zasade (Z0). Wsrod nich tylko dziewigé spetnia (F).
Uwazamy jednak, ze na miano ,teorii czgsci” zastuguja tylko te, w ktorych
relacja sum jest funkcyjna, tj. zachodzi zasada (fsum ). Mamy tylko trzy takie
teorie. Uszeregujemy je od najstabszej do najmocniejszej. W kazdej z nich
relacja C ostro czgsciowo porzadkuje uniwersum, tzn. jest przechodnia i prze-
ciwzwrotna, a wigc i asymetryczna. Zatem dang teori¢ bedziemy wyznaczac
poprzez wymienianie dodatkowo przyjetych zatozen:

l. (fsum), rOwnowaznie (ext,) lub (ext,);
2. (fsum) + (PPP);
3. (SSP), rownowaznie sum C sup, lub (SSP,), lub (SSP,).

Juz najstabsza z teorii zawiera jako tezy wszystkie omawiane formuty oprocz
(PPP), (SSP) i ich rownowaznikow. Oczywiscie wérdd trzech wyrdznionych
teorii najcickawszg jest ta najsilniejsza. Petna siatka (krata) teorii zbudowanych
z podanych formul znajduje si¢ w (Pietruszczak 2013, s. 54).

Zauwazmy, ze te trzy teorie mozna zaksjomatyzowa¢ w sposob elementar-
ny, tj. bez uzycia zmiennych przebiegajacych podzbiory uniwersum rozwazan,
usuwajac zapisy w postaci ... € U’ 1 przyjmujac, ze zmienne ‘x’, ‘y’ itd.
przebiegajg uniwersum rozwazan. Istotnie, nawet (fsum) zastapimy elementar-
nym (exto).

Powstaje jednak problem: czy te trzy wymienione teorie rzeczywiscie sa
egzystencjalnie neutralne? Twierdzaca odpowiedz mamy nawet w przypadku
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najsilniejszej, gdyz zasada (SSP) jest egzystencjalnie neutralna. Chociaz po-
stuluje ona istnienie jakiego$ obiektu, to jest on zwigzany z wlasnoscig relacji
bycia czescig. To, ze zasada (SSP) nie postuluje istnienia sum mereologicz-
nych, wida¢ ponadto z tego, Ze jest ona rownowazna z (SSP,) i (SSP)). A te
ostatnie na pewno nie postulujg istnienia sum mereologicznych.

Dodajmy, ze zasada (SSP) daje tez rownowazno$¢ dwoch eksplikacji poje-
cia klasy kolektywnej. Zatem teoria z (SSP) ma najwigksze walory, by uznac ja
za te wlasciwa, egzystencjalnie neutralng teori¢ czesci.

5. Teorie egzystencjalnie zaangazowane

Wszystkie z prezentowanych tu egzystencjalnie zaangazowanych teorii beda
silniejsze od najsilniejszej z teorii egzystencjalnie neutralnych, czyli bedzie
w nich zachodzi¢ zasada (SSP). We wstepie wspomnieliSmy, ze takie teorie
mogg mie¢ zalozenia, ktdre implicite postuluja istnienie klas kolektywnych
(jako sum mereologicznych). Wlasnie tak bedzie w przypadku pierwszej z pre-
zentowanych tu egzystencjalnie zaangazowanych teorii.

5.1. Dwie teorie mereologicznych ostrych porzadkéw czeSciowych

Pierwsza z nich otrzymamy, dodajac rownos¢ sum = sup do aksjomatoéw
teorii ostrych czesciowych porzadkow, tj. do zasad (t-) 1 (pz-). W punkcie 4.2.
pokazali§my, ze inkluzja sup C sum jest rownowazna (SSP). Wspom-
nielismy tez, ze to inkluzja sup C sum powoduje, ze otrzymujemy teori¢
egzystencjalnie zaangazowang. Istotnie, ponizszy przyktad pokazuje, ze
zachodzenie tej inkluzji wymusza istnienie takich sum mereologicznych,
ktorych nie otrzymamy z przyjetych definicji i podstawowych wtasnosci
relacji C.

Rozwazmy uniwersum bedace ostrym cze§ciowym porzadkiem spelnia-
jacym zasade (SSP) i majace co najmniej cztery elementy, wsrod ktorych jest
jedno$¢ 1 oraz trzy parami niezachodzace na siebie obiekty oy, 09, 03, ktore
ponadto sa jedynie czgsciami jednosci (tj. lezg bezposrednio pod 1). Jednosé
1 jest kresem gérnym kazdej z par {o1,02}, {01,053}, {02,03}, lecz zad-
na z nich nie ma sumy mereologicznej. Zatem nie zachodzi inkluzja
sup C sum. Aby j3 uratowaé, musimy wprowadzi¢ trzy nowe obiekty
[o1,02], [o1,03], [o2,03], bedace odpowiednio sumami par {01,092},
{01, 03}, {OQ, 03}.

Zauwazmy jeszcze, ze inkluzja sup C sum powoduje, ze uniwersum nie
jest zdegenerowane, czyli jednoelementowe. Istotnie, jesli U = {u}, to u jest
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kresem gornym zbioru pustego (). Zatem musiatoby by¢ takze sumg mereolo-
giczng tego zbioru, a wiemy, ze nie ma takiej sumy.

Otrzymujemy wigc teori¢ rownowazng z teorig niezdegenerowanych
ostrych porzadkow czesciowych z dodang rownoscia sup C sum.

Jesli dopuscimy struktury zdegenerowane, to trzeba ograniczy¢ inkluzje
sup C sum do zbiordéw niepustych, tj. przyjaé ponizszy warunek:

(1) Yzera\Vuer((Z #0 A x sup Z) = xsum Z).

Otrzymujemy wigc teori¢ rownowazng z teorig ostrych porzadkow czgscio-
wych z dodanym warunkiem:

(1) Yzep)Vuev(zsum Z & (Z # 0 A x sup Z)).

W obu przypadkach wyjsciowe teorie zaangazowane egzystencjalnie za-

shuguja na miano teorii ,,mereologicznych ostrych czgéciowych porzadkow™.

5.2. Minimalna mereologia ekstensjonalna Simonsa

Simons (1987, s. 31) nazwal,,minimalng mereologia ekstensjonalng” (Minimal
Extensional Mereology) teori¢ oparta na aksjomatach (pz-), (tc), (WSP) oraz
ponizszym:

(wan) Veyev(zoy = FeVuer(uC 2z ©ulz A uly)),

stwierdzajacym warunkowe istnienie produktu (przecigcia) zachodzacych na
siebie obiektow z i y. Produkt taki oznaczamy przez ‘x [My’. WspomnieliSmy
juz, ze gdy mamy (WSP), zbedne jest przyjmowanie (pz-) jako aksjomatu.

Udowodniono, ze (SSP) jest teza minimalnej mereologii ekstensjonalnej
(zob. np. Pietruszczak 2000, s. 120; 2013, s. 77). Zatem mamy w niej funk-
cyjnos¢ relacji sum wyrazong przez (fsum). Aksjomat (w3r) zwigzany jest
z relacja sum. Moéwi, ze dla dowolnych zachodzacych na siebie obiektow
x 1y produkt x M y jest jedyng suma mereologiczng wszystkich ich wspol-
nych ingrediensdéw, tj. M y jest suma niepustego zbioru {u € U :
uC x A uC y}. Dodajmy, ze (w3M) nie uzyskamy z (SSP) (zob. np. Pie-
truszczak 2000, s. 144; 2013, s. 77).

Pokazano tez, ze minimalna mereologia ekstensjonalna krzyzuje si¢ z obu
teoriami mereologicznych ostrych porzadkow czgsciowych. Doktadniej, do tej
pierwszej nie nalezy ani inkluzja sup C sum, ani warunek (}). Do tych dru-
gich za$ nie nalezy (w3M). Mozna wigc rozpatrywaé mocniejsze teorie, ktore
powstaja przez dodanie do tej pierwszej badz inkluzji sup C sum, badz (})
(zob. Pietruszczak 2000, s. 147-149; 2013, s. 78-80).

° Pamictajmy jednak, ze w obu przypadkach dodane warunki nie sa definicjami sum.
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5.3. Minimalna domkni¢ta mereologia

WspomnieliSmy juz we wstepie, ze teorie neutralne egzystencjalnie nie postu-
lujg istnienia zbioru kolektywnego utworzonego z dwoch obiektow bedacych
czgSciami trzeciego. W przyjetej przez nas terminologii taki postulat ma na-
stepujaca forme:

(wil) Veyev(Fuev(@ E 2z A y L 2) = J.cp 2z sum {z,y}).

Mamy tu warunkowe istnienie sumy obiektoéw bedacych ingrediensami innego,
trzeciego obiektu. Warunek ten dodajemy do minimalnej mereologii eksten-
sjonalnej, w ktorej — jak pamigtamy — zachodzi funkcyjno$¢ relacji sum.
A zatem jedyng mereologiczng sumg¢ obiektow x 1 y mozemy oznaczy¢ przez
r U y.

Minimalng domknig¢ta mereologie (Minimal Closure Mereology) badat
Simons (1987), a takze Roberto Casati i Achille Varzi (1999). Wszyscy oni
przyjmowali jednak wariant aksjomatu (wdrl), w ktéorym warunek
‘zsum {z,y}’ zastapiono rownowaznym z nim warunkiem: V,cy(u o z
< (wox Vuoy)). Te rownowaznos¢ otrzymujemy z ogélnej tezy (3,)
wzigtej dla Z = {z, y}.

5.4. Mereologia Grzegorczyka

Swoj system mereologii przedstawit takze Andrzej Grzegorczyk (1955).
W skrocie mozna powiedzie¢, ze jego teoria tym rdzni si¢ od mereologii
Lesniewskiego, ze u Grzegorczyka postuluje si¢ istnienie sum mereologicz-
nych tylko dla skonczonych zbioréw niepustych, u Les$niewskiego za$§ dla
wszystkich niepustych zbiorow. Przedstawimy teori¢ Grzegorczyka w uprosz-
czonej postaci, stosujac przyjeta przez nas terminologi¢. To ujecie jest jednak
rownowazne z oryginalnym ujeciem Grzegorczyka (Pietruszczak 2013, s. 114—
120). Oba ujgcia sg elementarne (w sensie punktu 4.5.).

Mozemy przyjac, ze mereologia Grzegorczyka jest teorig ostrych czgscio-
wych porzadkow'®, w ktérej zamiast aksjomatu (SSP) przyjeto jego mocnicj-
sza wersje w postaci zasady superuzupetniania:

(SSP+) Voycv(@Zy= Focv(GC 2 A2y AVyer(u Tz Auly = u L 2)))

Oczywiscie to superuzupetnianie pociaga zwykta zasade (SSP). Udowodniono,
ze pociaga ono takze zasade (1), tj. relacje sum i sup pokrywaja si¢ na
zbiorach niepustych (zob. Pietruszczak 2013, s. 101).

10w oryginale jako pierwotna przyjcto relacje T, czyli sa to czesciowe porzadki.
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Ponadto, w rozwazanej teorii mamy funkcyjnos$¢ relacji sum wyrazong
przez (fsum). Aksjomat (SSP+) takze jest zwigzany z relacja sum. Mowi, ze
dla dowolnych obiektow x i y takich, Zze x nie jest ingrediensem y-a, istnie-
je doktadnie jedna suma mereologiczna wszystkich ingrediensow z-a,
ktore sa zewnetrzne wzgledem y-a, czyli suma mereologiczna zbioru
{ueU : uCx A uly} (zob. Pietruszczak 2013, s. 96). T¢ sum¢ mozna
wigc uzna¢ za mereologiczng roznicg x-a i y-a, ktoérg oznaczamy przez x — y.

Grzegorczyk przyjat takze aksjomat, ktory jest rownowazny z zalozeniem
bezwarunkowego istnienia sumy mereologicznej dwdoch dowolnych obiektow:

(V) Veyev3eev 2 sum {z,y}.

Poniewaz w rozwazanej teorii mamy funkcyjno$¢ relacji sum, jedyna mereo-
logiczng sume¢ obiektow z i y mozemy oznaczy¢ przez x LI y. Stad tatwo
takze otrzyma¢ sumy mereologiczne dowolnego niepustego skonczonego po-
dzbioru uniwersum. Po prostu, stosujac (3LJ), sumujemy kolejne elementy
danego niepustego skonczonego podzbioru uniwersum.

Grzegorczyk przyjat jeszcze kolejny aksjomat, ktory jest rOwnowazny za-
sadzie (w3M) w minimalnej ekstensjonalnej mereologii. Jak jednak pokazano,
przyjecie tego aksjomatu jest zbedne. Majac operacje mereologicznej roéznicy,
W nastepujacy sposob mozemy otrzymaé mereologiczny produkt dowolnych
zachodzacych na siebie obiektow x i1 y (zob. Pietruszczak 2013, s. 99, 116):

x, gdyz Cy
xMNy = Y, gdyyEx
r—(x—y), gdy z(y

Z powyzej przyjetych aksjomatéw nie uzyskamy istnienia jednosci. A za-
tem dopuszczamy taka strukture, w ktérej nie ma obiektu obejmujacego
wszystkie pozostale elementy jako jego czesci. Klase modeli mereologii Grze-
gorczyka porownano z pewng klasg krat z zerem, ktére w (Pietruszczak 2013,
s. 256-266; Pietruszczak 2020, s. 257-267) nazwano kratami Grzegorczyka.
Udowodniono, ze ta klasa modeli mereologii Grzegorczyka pokrywa si¢ z klasa
struktur, ktore powstaja z niezdegenerowanych krat Grzegorczyka po usunigciu
z nich zera. Udowodniono, ze rowniez odwrotnie, z kazdego modelu mereo-
logii Grzegorczyka po dodaniu elementu zerowego otrzymamy niezdegenero-
wang krate Grzegorczyka (Pietruszczak 2013, s. 120-124; 2020, s. 114-117).

W klasie modeli mereologii Grzegorczyka mozna wyr6zni¢ podklasg¢ struk-
tur z jednoscig. Odpowiada tej klasie teoria, ktora powstaje przez dodanie
aksjomatu postulujgcego istnienie jednosci:

e Vuer v E .
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Tak postulowang jednos$¢ oznaczmy przez 1. Wiemy, Ze jest ona sumg mereo-
logiczng calego uniwersum, tj. mamy 1 sum U. Skoro we wszystkich mode-
lach mereologii Grzegorczyka istnieje mereologiczna rdznica, to w modelach
z jednos$cig otrzymamy takze mereologiczne dopetnienie obiektu r6znego od 1.
Mianowicie dla dowolnego takiego = kladziemy: —x = 1 — x.

Klas¢ modeli mereologii Grzegorczyka z jednos$cig poréwnano z klasg krat
Grzegorczyka z jednoscig. Udowodniono jednak, Ze ta ostatnia pokrywa si¢
klasg krat boolowskich — odpowiednikéw algebr Boole’a (Pietruszczak 2013,
5. 264-266; 2020, s. 265-267)'!. Udowodniono, ze klasa modeli mereologii
Grzegorczyka z jednoscia pokrywa si¢ z klasg struktur, ktére powstajg z nie-
zdegenerowanych krat boolowskich po usunigciu z nich zera. Udowodniono,
ze rowniez odwrotnie, z kazdego modelu z jednoscia, po dodaniu do niego
zera, otrzymamy niezdegenerowana kratg¢ boolowska (Pietruszczak 2013,
s. 120-126; 2020, s. 118-119).

Istnieje zasadnicza réznica pomigdzy modelami bez jednosci a modelami
z jednoscia. Pokazano, ze jesli dana struktura nie ma jednos$ci, to nie moze jej
miec¢, tj. nie mozna doda¢ do niej takiego elementu, ktéry w rozszerzonej
strukturze bylby jednoscig. Istotnie, dla dowolnych z,y € U mamy:
x Uy e U. Zatem jesli do zbioru U dolaczymy jakis dodatkowy element 1,
ktory miatby by¢ jednoscig, to dla x nie znajdziemy w U takiego y, aby
xzUy =1, czyli z nie moze mie¢ dopetnienia w tak rozszerzonej strukturze
(por. Pietruszczak 2013, s. 266; 2020, s. 266-267).

Oczywiscie wszystkie skonczone struktury mereologiczne Grzegorczyka
maja jednosc¢, ktora jest sumg catego uniwersum.

5.5. Klasyczne struktury mereologiczne

Jak juz we wstepie wspomnieliSmy, mereologie Lesniewskiego mozna prze-
lozy¢ na jezyk teorii struktur relacyjnych. W tej postaci przyjmujemy dla niej
aksjomaty ostrych porzadkéw czeSciowych, zaktadamy funkcyjnosé¢ relacji
sum w postaci (fsum) oraz przyjmujemy aksjomat postulujacy istnienie sumy
mereologicznej dla dowolnego niepustego podzbioru uniwersum:

(Fsum) Vzep)(Z #0 = Jsep 2 sum 2).

Istnienie sumy mereologicznej mozemy zatozy¢ tylko dla zbioréw niepustych.

Struktury, w ktérych obowigzuje (3sum), nazywac bedziemy klasycznymi
strukturami mereologicznymi, a ich teori¢ klasyczng mereologig. W kazdej
klasycznej strukturze mamy jedno$¢ 1, 1 sum U, skoro uniwersum U ma
sume. Ponadto, wszystkie rozpatrywane dotad zasady sa tezami klasycznej

' Kazda krata boolowska (algebra Boole’a) ma jedno$é i zero.
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mereologii, a wigc relacje sum i sup pokrywaja si¢ na zbiorach niepustych
(por. Pietruszczak 2000, 2013, 2018, 2020). Wiadomo réwniez, ze klasyczna
mereologia nie jest elementarnie aksjomatyzowalna (Pietruszczak 2000,
s. 98).

Tarski (1929, 1956) pokazal, ze klasyczna mereologia odpowiada teorii
zupelnych niezdegenerowanych krat boolowskich, tzn. takich, gdzie kazdy
podzbidr uniwersum ma kres gorny. Mianowicie klasa wszystkich klasycznych
struktur mereologicznych pokrywa si¢ z klasg struktur, ktore powstaja z zupet-
nych i niezdegenerowanych krat boolowskich po usunigciu z nich zera. Od-
wrotnie, z kazdej klasycznej struktury mereologicznej, po dodaniu do niej zera,
otrzymamy niezdegenerowana zupeing krat¢ boolowska (por. Pietruszczak
2000, 2013, 2018, 2020).

Jedyna r6znica zachodzaca pomigdzy klasyczna mereologia Lesniewskiego
a mereologia Grzegorczyka z jednoscia jest taka, ze ta pierwsza postuluje
istnienie sumy mereologicznej rowniez dla niepustych zbiorow nieskonczo-
nych. To pokazuje, ze skonczone mereologiczne struktury Grzegorczyka sa
tymi samymi, co skonczone klasyczne struktury mereologiczne.

6. Problem z przechodnioS$cia relacji bycia czescig

W punkcie 2.1. wspomnieli$my juz o problematycznos$ci przechodnio$ci poje-
cia bycia czescig. W ksigzce Semantyka John Lyons (1984) przyréwnat fakt, ze
obiekt = jest czeécig obiektu y, do semantycznej poprawnosci zdania postaci
‘y ma z-a’. Przykltadowo, semantycznie poprawne sg zdania:

Orkiestra (2) ma sekcje pierwszych skrzypiec (x), tj. © C z.
Orkiestra ma skrzypka (y), tj. y C 2.

Skrzypek ma serce (u), tj. u C y.

Skrzypek ma ramie (v), tj. v C y.

Nie sg za$ semantycznie poprawne zdania:

Orkiestra ma ramie skrzypka, tj. ~ v C z.
Sekcja pierwszych skrzypiec ma serce skrzypka, tj. = u C x.

W przypadkach, gdy sporna jest przechodnios¢ relacji bycia czescig, pro-
ponujemy przyjac, ze C jest acykliczna, tj. spetnia (ac-), oraz ze jest lokalnie
przechodnia w nastepujacym sensie. Jesli obiekt x jest czescia obiektu v,
to przechodnio$¢ ma obowigzywaé na dowolnej $ciezce, ktora prowadzi od
x-a do y-a i ktora ztozona jest z obiektow bedacych czesciami kolejnych obiek-
tow wystepujacych na tej $ciezce. Innymi stowy, jesli mamy zC y
ixCzC2nC - Cz,Cy, to relacja C jest przechodnia w zbiorze
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{z, 21, ..., zn, y}. Na mocy acyklicznosci relacji C, zadna taka $ciezka nie jest
zamknigta, tj. nie prowadzi od danego obiektu do niego samego.

Przyktadowo, dla: x — palec prawej dtoni danego skrzypka, y — ten skrzypek,
z1 — prawa dton tego skrzypka, zo — prawa reka tego skrzypka, mamy: = C y,
rC 21 C 2 Cyoraz x C 29 1 21 C y. Z drugiej strony za$, dla: x — skrzypek
sekcji pierwszych skrzypiec, y — orkiestra, w ktorej gra ten skrzypek, z; — sekcja
pierwszych skrzypiec w tej orkiestrze, zo — sekcja instrumentéw smyczkowych
w tej orkiestrze, mamy: x Ty, x C 21 C 29 C y oraz x = 25 i 21 C y. Orkiestra
jest systemem czesci, ktore tworza bezposredni funkcjonalny wktad w catos¢.
W tym systemie muzycy i dyrygent sg roztgcznymi elementami, ktore sg mini-
malne ze wzgledu na relacje bycia czescig. Kazdy z cztonkéw danej orkiestry
takze jest takim systemem. Podobnie, nawigzujac do przyktadu Reschera, ko-
morka jest takim systemem czesci, a wsrod tych czesci znajduje sie jej jadro.

Jesli nie zaktadamy przechodnio$ci relacji bycia czescig, to obok jej
acyklicznosci i lokalnej przechodniosci zaktadamy takze inne aksjomaty, wsrdd
nich dotyczacy zbiorow maksymalnie domknigtych ze wzgledu na t¢ relacje.
Przy zatozonej przechodnios$ci relacji bycia czescig, cate uniwersum rozwazan
jest jedynym zbiorem maksymalnie domknigtym ze wzglgdu na te relacje.

Podano (Pietruszczak 2013, rozdz. 1V; 2020, rozdz. 4) rézne mozliwe
rozwigzania dla teorii czgsci bez zalozonej przechodnios$ci, a z zatozong lokal-
ng przechodnio$cig.
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Andrzej Pietruszczak

Different Theories of Parts

Keywords: collective set, Grzegorczykian mereology, Lesniewskian mereology,
mereological sum, mereology, theory of parthood

Mereology is as a theory of collective sets (or mereological sums). It was formulated by
the Polish logician Stanistaw Le$niewski. Collective sets are wholes composed of parts,
and the concept of being a collective set itself can be defined with the help of the
concept of being a part. Mereology may therefore be considered as a theory of ,.the
relation of a part to the whole” (from the Greek: pépog — ,,part”). Le$niewski’s
mereology was an untypical conception, for it differed from the standard formulations.
However, it can be reformulated in the language of structure theory. In the paper,
firstly, I examine existentially neutral theories, in which one may prove the existence of
only those mereological sums that it is possible to obtain exclusively via the definition
of and fundamental properties of the concept of being a part. Moreover, 1 examine
some existentially involved theories of parts (Grzegorczykian mereology and
Lesniewskian mereology). One of the main principles of mereology is the transitivity
of the concept being a part. This property is often called into question in the literature.
Finally, I present an analysis without the assumed transitivity.





