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WELASCIWOSCI WYBRANYCH METOD MALOPROBKOWEGO
WNIOSKOWANIA O RZEDZIE KOINTEGRACII!

1. WPROWADZENIE

Whioskowanie o liczbie relacji diugookresowych (rze¢dzie kointegracji) w wek-
torowym modelu korekty btedem za pomoca testow opartych na rozktadach asymp-
totycznych prowadzi czesto do btednych wnioskéw, gdy préby sa matoliczne lub
umiarkowanie liczne. Wyniki analiz Monte Carlo (zob. Toda, 1994, 1995; Haug,
1996; Gonzalo i Pitarakis, 1999) wskazuja, ze empiryczny rozmiar testu moze bardzo
znaczaco rézni¢ sie od rozmiaru nominalnego. Réwniez moc testu moze by¢ niska
w krotkiej probie, pomimo iz jest on zgodny, a rozktad asymptotyczny dla prawdziwej
hipotezy alternatywnej jest zdegenerowany. Problem ten jest tym powazniejszy, im
mniejsza jest liczba obserwacji oraz im wiekszy jest wymiar procesu stochastycznego
oraz stopien op6znien procesu VAR. Ponadto, gdy parametry procesu 1(1) generu-
jacego szereg implikuja, iz jest on bliski procesowi 1(0) lub 1(2), matoprébkowe
wilasciwosci testow sg niesatysfakcjonujace. Na przykiad, w przypadku testu rzedu
kointegracji w wektorowym modelu korekty btedem opartego na regule ilorazu wia-
rygodnosci (LR) rozmiar testu dazy do jednosci, gdy proces generujacy szereg jest
prawie zintegrowany w stopniu drugim (por. Johansen, 2002).

W artykule poréwnane sa wiasnosci testdw LR rzedu kointegracji z dostosowa-
niami matoprobkowymi. Wiasnosci testdw analizowane sg za pomoca modelu VEC
dla réznych: szybkosci dostosowan mechanizmu(éw) korekty btedem oraz sity efek-
tow krétkookresowych. Wptyw korelacji sktadnikéw losowych komponentu stacjo-
narnego i niestacjonarnego badany jest za pomoca formy kanonicznej modelu VEC.
Zgodnie z propozycja Berana (1988), wsrod testow matoprobkowych rozwazony jest
tez test bootstrapowy z poprawka Bartletta w roli surogatu podwojnego bootstrapu.

Zasadnicze wnioski prezentowanego badania sa nastepujace. Po pierwsze, test
LR rzedu kointegracji z poprawka Bartletta zwykle najskuteczniej redukuje znie-

1 Artykut przedstawia wybrane wyniki z rozprawy doktorskiej autora pt. ,,Matoprébkowe
wnioskowanie o rzedzie kointegracji”, obronionej w 2009 roku na Wydziale Ekonomiczno-
Socjologicznym Uniwersytetu ¥.0dzkiego. Praca naukowa finansowana ze srodkéw MNiSW
jako projekt badawczy nr N111 019 31/2139 pt.: ,,Matoprébkowe wnioskowanie o rzedzie
kointegracji”. Autor pragnie podzickowa¢ Recenzentom za wniesione uwagi.
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ksztatcenie rozmiaru testu, test bootstrapowy oraz test bootstrapowy z poprawka
Bartletta cechuja si¢ zwykle nieznacznie wigkszym znieksztatceniem rozmiaru testu,
za wyjatkiem sytuacji, gdy proces generujacy dane jest bliski procesowi 1(2), z kolei
standardowy test asymptotyczny oraz testy z prostymi poprawkami na liczbg stopni
swobody posiadajg czesto bardzo duze znieksztatcenie rozmiaru testu, co znaczaco
ogranicza ich przydatnos¢ do wnioskowania o rzedzie kointegracji. Po drugie, test LR
rzgdu kointegracji z poprawka Bartletta posiada zwykle nieznacznie wigksza moc, niz
test bez poprawki. Po trzecie, wiarygodne wnioskowanie o liczbie relacji dtugookre-
sowych bez informacji a priori mozliwe jest zwykle jedynie dopiero w umiarkowanie
licznych probach, zawierajacych przynajmniej ok. 100 obserwacji, cho¢ w przypadku
gdy sita mechanizmu korekty btedem jest niska, wéwczas identyfikacja zwiazku dtu-
gookresowego moze wymagac liczniejszej proby.

Czes$¢ druga artykutu omawia rozne poprawki naktadane na statystyke testu LR
rzedu kointegracji, w tym poprawke Bartletta (zob. Johansen, 2002, 2005; omo-
wienie w: Kebtowski 2006a/b, 2009). Czgs¢ trzecia przedstawia znane wiasnosci
testow z poprawkami i testu bootstrapowego oraz omawia mozliwos¢ zastosowania
testu bootstrapowego z poprawka Bartletta do weryfikacji rzedu kointegracji. Czesé
czwarta przedstawia strukture procesow generujacych dane, przyjete zatozenia i war-
tosci parametrow oraz wyniki symulacji Monte Carlo. Cze$¢ piagta zawiera podsu-
mowanie.

2. METODY WNIOSKOWANIA MALOPROBKOWEGO

Metody zmniejszajace odchylenie empirycznego rozmiaru testu w stosunku do
rozmiaru nominalnego podzieli¢ mozna na dwie grupy. Celem metod z pierwszej
grupy jest oszacowanie doktadnej wartosci krytycznej dla danej dtugosci préby i (nie-
znanych) parametrow DGP. Z kolei, celem metod z drugiej grupy jest wyznaczenie
poprawki naktadanej na statystyke, tak aby rozktad statystyki z poprawka byt toz-
samy lub zblizony w krotkiej probie do rozktadu asymptotycznego.

Aproksymanta doktadnej wartosci krytycznej wyznaczana jest: (i) poprzez rozwi-
nigcie asymptotyczne wyzszego rzedu, zwykle rozwinigcie Edgewortha (1905), (ii)
za pomoca metody Monte Carlo oraz opartej na niej metody powierzchni odpowiedzi
(zob. np. Hendry, 1984), (iii) za pomocg reprébkowania, w tym metody bootstrap
(zob. Efron, 1979).

Wyznaczenie poprawki naktadanej na statystyke tak, aby rozklad statystyki
z poprawka byt zblizony w krétkiej prdbie do rozktadu asymptotycznego przeprowa-
dzone jest albo za pomoca analiz Monte Carlo matoprobkowych wiasciwosci testu,
albo poprzez rozwinigcia asymptotyczne, ktére dowodza, iz rzad wielkosci reszty
alternatywnej aproksymacji jest nizszy niz w przypadku rozktadu asymptotycznego
rzedu pierwszego. Bezposrednim zastosowaniem drugiego z wyzej wymienionych
podejs¢ jest rozwigzanie zaproponowane przez Bartletta (1937, 1954).
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Idea poprawki Bartletta jest dos¢ intuicyjna i sprowadza si¢ do zblizenia wartosci
oczekiwanej statystyki w krétkiej probie do asymptotycznej wartosci oczekiwanej,
z zatozeniem, ze pozostale momenty rozkiadu sa rowniez lepiej aproksymowane.
Zatozmy, ze wartos¢ oczekiwana statystyki ilorazu wiarygodnosci dazy do wartosci
asymptotycznej z btedem O (T-1):

E(LR)=E(lim (LR))+O(T™), 1)

T—>w

co w szczegdblnosci zachodzi, gdy spetnione sa warunki regularnosci zdefiniowane
przez Wilksa (1938), a aproksymacje rzedu pierwszego stanowi rozktad 2. Wéwczas
mozliwos¢ wyprowadzenia poprawki Bartletta zalezy od istnienia nastepujacego roz-
winigcia asymptotycznego:

: b 5
E(LR)=E(%1£1C(LR))-[1+?+O(T )j @)
gdzie stata b moze by¢ oszacowana w sposéb zgodny gdy prawdziwa jest hipoteza
zerowa, oraz od zbieznosci LR / E (LR) do ;gn(LR)/E@En(LR)) wraz ze wzrostem
diugosci préby. Stad tez poprawke Bartletta mozna wyprowadzic¢ z przyblizonej réw-
nosci:

E(lim (LR))
lim(LR)~ LR-—=2——~, 3)
T E ( LR)
a statystyka z poprawka Bartletta dana jest jako:
LR®C = LR/ (1+677). (4a)

Alternatywnie, statystyka z poprawka typu Bartletta okreslona moze by¢ jako
(por. Cribari-Neto i Cordeiro, 1996):

LRE! = LR(l—B’T *1), (4b)
czy tez:

LRE®? = LR -exp(—ﬁ"T"). (4c)
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Statystyki LRBC, LRBC j LRBC2 s3 asymptotycznie ekwiwalentne, gdy sktadniki o (T-1)
nie sa rozwazane. Nalezy zauwazy¢, iz sposrod statystyk (4a) — (4c), jedynie staty-
styka (4c) zapewnia, iz statystyka z poprawka Bartletta jest nieujemna.

W przypadku gdy spetnione sa warunki regularnosci okreslone przez Wilksa
(1938), btad aproksymacji kwantyli rozktadu matoprébkowego za pomoca kwan-
tyli rozktadu y? jest O (T-2) (zob. Barndorf-Nielsen i Hall, 1988; Lawley, 1956).
Z kolei w przypadku szeregéw generowanych przez procesy niestacjonarne, w tym
zintegrowane, skfadniki O (T-1) nie sa réwne zero w rozwinigciach asymptotycz-
nych momentéw testu ilorazu wiarygodnosci. Jednakze parametry zwiagzane ze
sktadnikiem o rzedzie wielkosci T-1 rozwinig¢ asymptotycznych poszczegdlnych
momentow statystyki z poprawka Bartletta sa znaczaco mniejsze, niz odpowiednie
parametry dla statystyki bez tej poprawki (zob. Nielsen, 1997; Jensen i Wood, 1997;
Bravo, 1999).

Wyniki eksperymentow Monte Carlo dotyczacych matoprobkowych wiasciwosci
testbw moga by¢ wykorzystane do konstrukcji poprawek statystyk tak, iz rozmiar
empiryczny testu z poprawka jest blizszy rozmiarowi nominalnemu w krétkiej
prébie, niz rozmiar testu bez poprawki. Otrzymane w ten sposéb poprawki zmniej-
Szaja najczesciej znieksztatcenie rozmiaru wynikajace z dtugosci efektywnej proby
lub wymiaru procesu stochastycznego, jednakze nie uwzgledniaja zaleznosci roz-
ktadu matoprébkowego statystyki wzgledem parametréw procesu generujacego
szereg.

Na podstawie wynikéw eksperymentéw Monte Carlo, Reinsel i Ahn (1989, 1992)
oraz Reimers (1992) zaproponowali poprawke statystyki LR dla testu rzedu kointegra-
cji postaci: 1 — KPT-L, a statystyka z poprawka okreslona jest jako:

LR™ = LR(T - KP)/T = LR(1-KPT™). ()

Propozycja Reinsela i Ahna nawigzuje do wzoru (4b), jednak nie stanowi poprawki
Bartletta, bowiem sktadniki O (T1) rozwiniecia asymptotycznego wartosci oczekiwa-
nej statystyki LR zaleza od parametréw procesu generujacego szereg (por. Johansen,
2002, 2005).

Powierzchnie odpowiedzi oszacowane przez Cheunga i Laia (1993) moga
by¢ zastosowane do wyznaczenia przyblizenia odpowiedniego kwantyla rozktadu
matoprobkowego albo ekwiwalentnie do obliczenia poprawki statystyki LR, okreslo-
nej jako:

LR = LR/( B, +B,(T/(T-KP))). (6)

Nalezy przy tym zauwazy¢, iz powierzchnie odpowiedzi oszacowane przez Che-
unga i Laia sg szczeg6lne, poniewaz jedyna zmienng objasniajaca jest odwrotnosé
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poprawki Reinsela i Ahna. Mimo to, hipoteza f, + £ =1 nie jest odrzucana przez test
(zob. Cheung i Lai, 1993).

Z kolei, Hansen i Rahbek (2002) rozwazaja konstrukcje poprawki statystyki LR
jako stosunek ilorazu wiarygodnosci dla maksiméw dostosowanej skoncentrowanej
funkcji wiarygodnosci, zaproponowanej przez Coxa i Reid (1987), do klasycznego
ilorazu wiarygodnosci dla maksimow skoncentrowanej funkcji wiarygodnosci. Staty-
styka z tak uzyskang poprawksa zdefiniowana jest nastepujaco:

LR™ = LR(T —(K-1)P) /T = LR(1- (K -1)PT™). @)

Poprawka Hansena i Rahbeka sprowadza si¢ zatem do matoprébkowego wnio-
skowania o rzedzie kointegracji na podstawie skoncentrowanej funkcji wiarygodnosci
z poprawkami Coxa i Reid, ktéra uwzglednia dwa pierwsze sktadniki rozwiniecia
asymptotycznego, gdy spetnione sg warunki regularnosci, co implikuje poprawe
matoprébkowych wiasciwosci testu ilorazu wiarygodnosci.

3. WLASCIWOSCI METOD WNIOSKOWANIA MALOPROBKOWEGO

Wyniki badan dotyczacych wiasciwosci metod matoprébkowego wnioskowania
0 rzedzie kointegracji ograniczaja sie zwykle do eksperymentéw Monte Carlo dla
zaproponowanych przez autoréw rozwiagzan dla statystyki LR. Brak wyczerpujacych
badan wtasciwosci metod matoprobkowego wnioskowania o rzedzie kointegracji
wynika nie tylko z faktu, iz statystyka ilorazu wiarygodnosci ma czesto najlepsze
wilasciwosci w krotkich probach (zob. np. Ahlgren i Juselius, 2012), lecz rowniez
dlatego, iz zastosowanie niektérych metod matoprébkowego wnioskowania jest
utrudnione lub niemozliwe dla innych statystyk. Na przyktad, stosunkowo czesto
rozwazana poprawka Bartletta moze by¢ zastosowana wytacznie do statystyki ilo-
razu wiarygodnosci, bowiem dla statystyki mnoznika Lagrange’a i Walda klasyczna
poprawka Bartletta wynikajaca ze wzoru (2) nie istnieje, cho¢ mozliwe jest zwykle
wyprowadzenie poprawki typu Bartletta, ktora zalezy réwniez od wyjsciowej staty-
styki (por. Cribari-Neto i Cordeiro, 1996).

Wyniki eksperymentéw Monte Carlo van Giersbergena (1996) sugeruja, iz
matoprébkowe wiasciwosci testu bootstrapowego dla statystyki LR sg podobne do
wiasciwosci testu ilorazu wiarygodnosci z poprawka Ahna i Reinsela. Z kolei wyniki
badan przeprowadzonych przez Harrisa i Judge’a (1998), Omtzigta i Fachina (2006),
Swensena (2006), Cavaliere i in. (2012) oraz Ahlgrena i Antella (2013) dotyczacych
matoprébkowych wiasciwosci standardowego testu bootstrapowego dla statystyki
LR oraz wiasciwosci testu asymptotycznego wskazuja, iz rozmiar empiryczny testu
bootstrapowego jest czesto blizszy rozmiarowi hominalnemu, w poréwnaniu do roz-
miaru empirycznego testu asymptotycznego, cho¢ wniosek ten nie dotyczy catego
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rozwazanego obszaru w przestrzeni parametrycznej. Wiasnosci bootstrapowego testu
LR dla modelu VAR z warunkowa heteroskedastycznoscia rozwazaja Cavaliere i in.
(2010a/b), z kolei Swensen (2011) oraz Trenkler (2009) analizuja bootstrapowy test
LR w przypadku wystepowania odpowiednio: zmiennych stacjonarnych i trendu deter-
ministycznego w procesie generujagcym dane.

Zastosowanie jedno- lub wielokrotnego wstepnego uosiowiania statystyki LR
moze potencjalnie prowadzi¢ do poprawy wiasciwosci testu. Jednak metoda ta
nie znajduje zastosowania w modelowaniu systeméw zintegrowanych o wymiarze
wigkszym niz 2-3 zmienne, ze wzglgdu na jej znaczna intensywnos¢ numeryczna.
Wyniki eksperymentow Monte Carlo przeprowadzonych przez Ahlgrena i Antella
(2008) wskazuja, iz rozmiary empiryczne: standardowego testu bootstrapowego oraz
szybkiego podwojnego testu bootstrapowego sg podobne, a przy tym zwykle znacznie
blizsze rozmiarowi nominalnemu, w poréwnaniu do rozmiaru empirycznego testu
asymptotycznego. Nalezy jednak zauwazy¢, iz szybki podwojny test bootstrapowy
nie jest w tym przypadku ekwiwalentny wzgledem standardowego podwdjnego testu
bootstrapowego.

Matoprobkowe wiasciwosci testu LR z poprawkami: Reinsela i Ahna, Cheunga
i Laia, Hansena i Rahbeka, sa stosunkowo mato znane, a stwierdzenie, iz rozktad
statystyki z poprawka jest przesuniety w lewo, podczas gdy matoprébkowy rozktad
statystyki LR jest przesunigty w prawo wzgledem wartosci asymptotycznej, jest
niewystarczajace. Zauwazy¢ nalezy jednak, iz wyniki eksperymentéw Monte Carlo
dla testu LR, LRHR i LRBC1 z symulowang korekta Bartletta, przeprowadzone przez
Hansena i Rahbeka (2002) dla modelu VAR z jedna zmienna wskazuja, iz znieksztat-
cenie rozmiaru testu LRR jest czesto mniejsze, niz znieksztalcenie testu LR, cho¢
jednoczesnie wigksze niz znieksztatcenie testu LRBC! z symulowang korekta Bartletta.
Ponadto, poprawka Reinsela i Ahna stanowi w szczegolnych przypadkach drugi czyn-
nik poprawki Bartletta.

Wyniki symulacji przeprowadzonych przez Johansena (2002) wskazuja, iz
poprawka Bartletta dos¢ skutecznie zmniejsza znieksztatcenie rozmiaru testu LR dla
wybranych obszaréw w przestrzeni parametrycznej. Jednak gdy parametry procesu
wskazuja, iz jest on bliski procesowi z nizszym lub wyzszym stopniem integracji,
wowczas empiryczny rozmiar testu LR z poprawka Bartletta jest istotnie mniej-
szy od rozmiaru nominalnego i maleje prawie do zera wraz ze zblizaniem si¢ do
obszaru w przestrzeni parametrycznej dla nizszego albo wyzszego stopnia integracji.
Nalezy zauwazy¢, iz rozmiar empiryczny testu LR bez poprawki zbliza sie w takich
przypadkach odpowiednio do zera i jednosci. Wyniki eksperymentéw Monte Carlo
przeprowadzonych przez Kebtowskiego (2006a/b, 2009) wskazuja, iz relatywne praw-
dopodobienstwo nieodrzucenia fatszywej hipotezy zerowej dla testu LR z poprawka
Bartletta jest stosunkowo duze dla krotkich prob.

Poprawa matoprébkowych wiasciwosci testu LR z poprawka Bartletta moze
zosta¢ potencjalnie osiagnigta poprzez zastosowanie metody bootstrap dla tej staty-
styki. Beran (1988) wskazuje bowiem, iz gdy spetnhione sa warunki regularnosci zde-
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finiowane przez Wilksa (1938), rzad wielkosci reszty rozwinigcia asymptotycznego
dystrybuanty rozktadu dla testu bootstrapowego opartego na statystyce z poprawka
Bartletta jest mniejszy, niz dla testu bootstrapowego bez poprawki, a jednoczesnie
taki sam, jak dla podwojnego testu bootstrapowego. W rozwazanym przypadku, dla
ktorego warunki regularnosci nie sg spetnione, nie mozna oczekiwaé takiej poprawy
wiasciwosci testu, jednakze pewna poprawa moze zosta¢ potencjalnie osiagnigta,
analogicznie jak w przypadku poprawki Bartletta dla statystyki LR.

4. WYNIKI SYMULACIJI MONTE CARLO

Zatozono, iz poréwnanie efektywnosci metod matoprébkowego wnioskowania
0 rzedzie kointegracji ze wzgledu na rozmiar i moc testu, powinno zweryfikowac (i)
znieksztatcenie rozmiaru testu dla poszczegdlnych metod, (ii) moc testow dla réz-
nych dtugosci prob i obszaréw w przestrzeni parametrycznej, (iii) wptyw korelacji
sktadnikow losowych komponentu stacjonarnego i niestacjonarnego na rozmiar i moc
testow.

Przyjeto, iz analizowany system w wersji bazowej zawiera pig¢ zmiennych zinte-
growanych w stopniu pierwszym, w tym cztery wspolne trendy stochastyczne. Ana-
lizie poddany zatem zostat system zmiennych skointegrowanych o umiarkowanym
wymiarze, tak aby wnioski badania mogty by¢ tatwo wykorzystane w zastosowa-
niach empirycznych, zamiast czesto stosowanego systemu dwuwymiarowego, ktory
umozliwia jedynie wskazanie metod o relatywnie niesatysfakcjonujacych wiasciwo-
sciach. Zatozono ponadto, iz wartos¢ poczatkowa zmiennych moze by¢ niezerowa
i nie wystepuje trend liniowy w poziomie zmiennych, zatem jedynym sktadnikiem
deterministycznym jest stata ograniczona do przestrzeni kointegrujacej wektorowego
modelu korekty btedem (VEC), postaci:

Ay, = (yt—lB + (P) AT+ Ay, I +g, (8)

gdzie y¢=[yxx Ya - Ypd A i B sa macierzami parametrow o wymiarach P X R
i pelnego rzedu, T’y jest macierza parametréw o wymiarach P x P, ¢ jest P-elemen-
towym wektorem parametrow, a R oznacza rzad kointegracji, czyli liczbe zwigzkdw
dtugookresowych. Nalezy oczekiwa¢, iz wiasciwosci testow ulegna pogorszeniu
wraz z rozszerzaniem czesci deterministycznej, np. o trend liniowy w poziomie
zmiennej.

Poréwnanie rozmiaru empirycznego i mocy przeprowadzono dla siedmiu testow:
(i) standardowego testu ilorazu wiarygodnosci — LR, (ii) testu LR z poprawka Bartletta
— LRBC, (iii) testu LR z poprawka Reinsela i Ahna — LRRA, (iv) testu LR z poprawksa
Cheunga i Laia — LRCL, (v) testu LR z poprawka Hansena i Rahbeka — LRHR, (vi)
bootstrapowego testu LR — LR, (vii) bootstrapowego testu LR z poprawka Bartletta
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— LRBCB, W kazdym eksperymencie wyznaczano 10 tys. replikacji. Dla przyjetego
rozmiaru nominalnego testu 5%, odchylenie standardowe rozmiaru wynosi wowczas
0,0022. Zatem ewentualne wyniki spoza przedziatu [0,46; 0,054] wskazuja, iz rozmiar
empiryczny rozwazanego testu jest istotnie rézny od rozmiaru nominalnego.

Test bootstrapowy rzedu kointegracji przeprowadzano za pomoca algorytmu
zaproponowanego przez Swensena (2006, algorytm nr 1), przy czym macierze para-
metrow I'; i ¢ szacowano za pomocg regresji zredukowanego rzedu, analogicznie jak
w: Cavaliere i in. (2012). Podobnie jak w eksperymencie Monte Carlo, wartosci star-
towe pochodza z rozktadu normalnego standaryzowanego, a pierwsze sto obserwacji
jest odrzucanych. Rozwigzanie alternatywne, polegajace na wykorzystaniu ostatnich
wartosci szeregu z petli eksperymentu Monte Carlo w roli wartosci startowych pro-
wadzi do analogicznych wynikdw. Wyznaczano 1 tys. replikacji bootstrapowych, tak
aby zminimalizowa¢ spadek mocy testu bootstrapowego.

Eksperymenty zakodowane zostaty w jezyku programowania RATS; kod Zré-
diowy zawarty jest w: Kebtowski (2009). Czas trwania pojedynczego eksperymentu
Monte Carlo (tj. facznie dla 1,0e* - 1,0e® = 1,0e” replikacji) na komputerze klasy Intel
Core2 1,83GHz dla T =50 oraz T = 100 wyniost odpowiednio okoto 20 i 36 godzin.

Porownanie znieksztatcenia rozmiaru matoprobkowych testow rzedu kointegracji
przeprowadzono za pomoca procesu (8), gdzie wartosci startowe pochodza z rozktadu
normalnego standaryzowanego, a pierwsze sto obserwacji jest odrzucanych. Parame-
try procesu generujacego dane (DGP) w wersji bazowej (P =5, R = 1) okreslono jako:
B=[1 0 -1 0 O],A=[a 0 0 0 O], ¢=[1], Iy =&l oraz &~Ny(0; Q)
i Q=¢&l. Rozwazano dtugosci préb réwne T =50 oraz T = 100. Wyniki przedsta-
wiono w tabelach 1. i 2. ze wzgledu na szybkos¢ mechanizmu korekty btedem (para-
metr o, wyniki w wierszach) oraz site efektow krotkookresowych (parametr &, wyniki
w kolumnach).

Tabela 1.
Rozmiar empiryczny (w %) testow matoprébkowych, P =5, R=1, T =50, DGP (8)
a\¢ 0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9
LR 74 9,9 16,4 32,8 66,0 98,9
LRBC 0,5 0,6 0,8 1,0 1,2 2,9
LRRA 0,2 0,5 1,1 3,7 17,0 81,2
-0,1 LRCL 0,3 0,5 1,4 48 20,7 84,5
LRHR 1,9 2,5 5,2 14,2 41,8 94,9
LRB 0,2 0,2 0,5 0,5 1,2 8,6
LRECB 0,2 0,3 0,6 0,7 1,0 1,2
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Tabela 1.
LR 9,4 11,9 19,4 36,0 69,8 98,4
LRBC 0,9 0,9 1,2 1,4 2,5 2,6
LRRA 0,4 0,6 14 45 20,3 79,2
-0,2 LRCE 0,6 0,8 1,8 5,8 24,5 83,1
LRHR 2,4 3,6 7,0 15,9 45,7 93,9
LRB 0,4 0,4 0,5 0,7 1,8 10,0
LRECB 0,4 0,5 0,7 1,0 19 1,7
LR 13,2 15,6 24,4 40,6 70,6 97,0
LRBC 18 19 2,5 34 4,2 18
LRRA 0,8 1,0 2,5 6,7 23,6 71,3
-0,4 LRCL 1,2 14 3,3 8,5 27,6 75,9
LRHR 4,2 53 9,6 20,4 48,4 89,4
LRB 0,6 0,7 1,0 15 3,6 9,5
LRBCB 0,9 0,9 14 2,1 3,8 1,8
LR 15,0 17,8 25,5 41,7 68,4 96,0
LRBC 2,4 2,7 3,3 4,6 49 15
LRRA 0,9 1,2 2,9 7,9 23,1 67,0
-0,6 LRCL 1,3 1,7 3,7 9,9 27,2 71,8
LRHR 47 6,3 10,5 22,2 47,5 87,4
LRB 0,8 0,9 1,3 2,2 4,0 9,2
LRECB 1,0 1,3 1,8 3,0 4.4 1,7
LR 15,5 19,5 27,3 42,6 69,0 95,8
LRBC 2,8 3,5 4,5 5,0 5,0 1,0
LRRA 0,9 14 33 7,9 23,3 66,0
-0,8 LRCL 1,3 1,8 4,3 9,7 27,1 70,3
LRHR 5,0 7,1 11,6 22,2 47,2 86,8
LRB 1,0 1,1 1,8 2,7 4,6 9,3
LRECB 1,2 14 2,3 34 51 1,6
LR 16,3 18,5 28,3 42,4 67,8 95,3
LRBC 3,5 3,6 4,6 53 43 1,0
LRRA 1,2 14 3,2 8,0 22,5 64,0
-0,9 LRCE 1,6 2,0 4,2 10,1 26,6 68,8
LRHR 6,0 6,8 12,1 22,9 46,0 85,4
LRB 1,2 1,2 1,9 2,5 44 8,5
LRECB 15 1,6 2,4 3,6 4,7 1,6
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Tabela 2.
Rozmiar empiryczny (w %) testow matoprébkowych, P =5, R=1, T =100, DGP (8)

a\¢ 0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9

LR 41 51 8,1 13,9 31,6 84,4

LRBC 0,9 1,0 1,3 1,6 2,9 3,6

LRRA 1,0 1,1 2,1 3,7 13,6 66,1

-0,1 LRCt 1,2 1,3 24 4,4 15,0 68,1
LRHR 2,2 2,5 4.4 7,8 21,9 76,4

LRE 0,6 0,4 0,6 0,9 1,6 6,7

LRBCB 0,6 0,5 0,6 1,1 2,0 4,4

LR 7,1 8,1 11,8 17,8 33,2 80,0

LREBC 19 2,1 2,7 3,6 51 2,5

LRRA 19 2,2 3,6 6,4 15,9 59,2

-0,2 LRCL 2,1 2,5 4,0 7,1 17,4 61,6
LRHR 3,8 4,5 6,9 11,0 23,9 70,8

LRB 0,8 0,8 1,2 15 2,8 6,3

LRBCB 0,9 1,0 15 1,8 33 4,2

LR 9,6 11,3 14,2 19,3 33,0 79,0

LRBC 3,7 4,2 51 55 5,6 1,9

LRRA 2,8 3,5 5,0 7,7 16,0 57,7

-0,4 LRCL 3,2 3,9 57 8,4 17,3 60,0
LRHR 5,5 6,6 9,0 12,3 24,1 69,2

LRB 1,3 15 1,7 2,3 2,8 6,1

LRBCB 14 1,6 1,9 2,5 3,3 41

LR 11,7 11,4 14,1 19,7 33,0 78,0

LRBC 55 51 54 58 51 1,7

LRRA 39 39 5,0 7,9 16,1 56,9

-0,6 LRCL 4,4 43 5,7 8,8 17,5 59,0
LRHR 7,0 7,0 9,1 13,2 23,9 67,9

LRE 2,0 2,0 2,0 2,3 2,8 6,3

LRBCB 2,2 2,1 2,1 2,5 3,2 4.2
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Tabela 2.
LR 10,6 111 14,6 194 32,7 78,0
LRBC 5,2 51 6,2 59 5,2 15
LRRA 34 3,6 55 7,6 15,6 56,5
-0,8 LRCE 3,9 4,0 6,2 8,5 17,0 58,8
LRHR 6,6 6,6 9,3 12,7 235 68,7
LRB 1,9 1,6 2,1 2,3 2,8 6,3
LRBCB 2,0 18 2,2 2,5 3,2 4,0
LR 10,8 12,1 13,7 19,7 32,3 78,2
LRBC 55 6,0 54 5,8 53 16
LRRA 3,5 4,2 47 7,5 15,5 56,7
-0,9 LRCE 4,0 4,7 54 8,4 16,7 59,0
LRHR 6,5 7,5 8,4 12,6 23,3 68,7
LRB 19 19 1,9 2,6 3,4 6,3
LRBCB 2,0 2,0 2,0 2,8 3,7 4,2

Uzyskane wyniki pozwalajg rozrdzni¢ dwie grupy matoprobkowych testow rzedu
kointegracji. Do pierwszej z nich zaliczy¢ nalezy testy oparte na statystykach: LR,
LRRA, LRCL i LRHR. Wspdlng cechg jest to, iz rozmiar tych testdw dazy do jednosci,
wraz ze wzrostem & do jednos$ci, gdzie proces generujacy szereg staje si¢ zintegro-
wany w stopniu drugim. Po drugie, testy z tej grupy sa stosunkowo mato wrazliwe
na szybkos¢ mechanizmu korekty btedem, co wynika z faktu, iz zmiana parametru
a. powoduje jedynie zmiane czesci rzeczywistej pierwiastka charakterystycznego As,
podczas gdy jego modut pozostaje bez zmian. Z kolei, rozmiar empiryczny pozosta-
tych testow zalezy zaréwno od sity efektow krétkookresowych, jak i od szybkosci
mechanizmu korekty btedem, bowiem statystyki tych testow zaleza od parametrow
procesu generujacego szereg. Wraz ze wzrostem & do jednosci, rozmiar empiryczny
testu LRBC jest nadmiernie skorygowany. Podobny wniosek dotyczy testu LRECB dla
krétkiej préby.

Nalezy zauwazy¢, iz znieksztatcenie kazdego z rozwazanych testow jest znaczne
dla krétkich prob, liczacych mniej niz 100 obserwacji, gdy wartosci parametru korekty
btgdem sa niskie (o >-0,2), szczegblnie gdy efekty krotkookresowe sa relatywnie
stabe. Z kolei dla pozostatych obszaréw w rozwazanej przestrzeni parametrycznej,
zwykle najlepsze wiasciwosci posiada test LREC. Jedynie gdy proces generujacy sze-
reg jest bliski procesowi zintegrowanemu w stopniu drugim, wéwczas test LRBCB
posiada najlepsze wiasciwosci. Test LRB posiada przewaznie gorsze wiasciwosci, niz
test LRBCB, Znieksztalcenie rozmiaru pozostatych testéw jest najczesciej znaczne dla
krotkich prob, cho¢ dla umiarkowanych dtugosci prob liczacych okoto 100 obserwa-
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cji mozna wskaza¢ takie obszary w przestrzeni parametrycznej, dla ktérych rozmiar
empiryczny tych testow jest zblizony do nominalnego.

Wyniki przedstawione w tabelach 1. i 2. pozwalaja stwierdzi¢, iz brak wlasciwej
kontroli rozmiaru empirycznego testu rzedu kointegracji opartego na regule ilorazu
wiarygodnosci moze nazbyt czesto prowadzi¢ do wskazania na btedng hipoteze alter-
natywna. Sposrdd metod matoprobkowego wnioskowania o rzedzie kointegracji, test
ilorazu wiarygodnosci z poprawka Bartletta posiada zwykle najmniejsze znieksztat-
cenie rozmiaru testu, ktére ponadto, w poréwnaniu do pozostatych testdw, relatywnie
czesto miesci si¢ w przedziale ufnosci. Z drugiej strony, w przypadku gdy szybkosé
mechanizmu korekty btedem i sita efektow krotkookresowych sa niskie (a>-0,2,
& <0,5), wéwczas wnioskowanie moze by¢ przeprowadzone w oparciu o test LRHR
i komplementarnie na podstawie testu LR.

Nalezy zauwazy¢, iz zastosowanie metody bootstrap dla testu ilorazu wiarygodno-
sci z poprawka Bartletta nie prowadzi do poprawy wiasciwosci testu, w przeciwien-
stwie do wynikéw zastosowania poprawki Bartletta dla standardowego testu ilorazu
wiarygodnosci. Niemniej, testy LRBCB i LRB moga by¢ stosowane komplementarnie,
szczeg6lnie gdy proces generujacy szereg jest bliski procesowi zintegrowanemu
w stopniu drugim.

Poréwnanie mocy przeprowadzone zostato dla analogicznego system pieciu
zmiennych stochastycznych zintegrowanych w stopniu pierwszym, w ktorym wyste-
puja trzy wspdlne trendy stochastyczne dla (prawdziwej) hipotezy alternatywnej. DGP
zostat okreslony nastepujaco:

AYPS = (Y2 B + @) AT +(y*'B, + 9, ) A + Ay, +5,, 9)

t

gdzie B; i A; sg macierzami parametrow o wymiarach P x (R —r) i petnego rzedu,
@1 oznacza (R - r) -elementowy wektor parametrow.

Nalezy zauwazy¢, iz moc testow LR, LRRA LRCL, LRFR jest identyczna, cho¢
relatywne prawdopodobienstwa odrzucenia hipotezy zerowej bedg rozne, z uwagi
na réznice w rozmiarze empirycznym testow. Z kolei moc testow bootstrapowych
jest zblizona do mocy standardowego, asymptotycznego testu, gdy liczba replikacji
bootstrapowych jest wystarczajaco duza, a ewentualna réznica mocy tych testow
wynika¢ moze wytgcznie ze sposobu wyznaczania doktadnej wartosci krytycznej (por.
Davidson i MacKinnon, 2000). Dlatego tez, poréwnanie mocy testow przeprowadzone
zostato dla standardowego testu LR oraz testu LR z poprawka Bartletta.

Przyjeto, iz rzad kointegracji wynosi R =r + 1, czyli jest wigkszy o jeden w sto-
sunku do zatozonego w hipotezie zerowej, a macierze: By A; i @1 p, okreslone sa jako:
B;=[0 1 0 -1 0], A;=[0 a 0 0 O], @1p,= 9o = [1]. Dla kazdej replikacji
eksperymentu Monte Carlo pierwsze sto obserwacji jest odrzucanych. Kwantyle roz-
ktadow matoprébkowych dla prawdziwej hipotezy zerowej generowano za pomoca
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DGP (8), ktérego parametry przyjeto analogicznie do tych w analizie rozmiaru empi-
rycznego. Jako kwantyle rozktadow asymptotycznych przyjeto wartosci wyznaczone
przez Johansena (1996, tabela 15.2, strona 215). Zatozono rozmiar nominalny testu
rowny 5%. Nalezy zauwazy¢, iz korekta rozmiaru testu przeprowadzona zostata dla
tych samych wartosci parametrow o i &, jak te przyjete dla hipotezy alternatywnej.
Zatem szybkos¢ mechanizmu korekty btedem jest taka sama dla zidentyfikowanych
relacji kointegrujacych, jak i tych pozostajacych do zidentyfikowania. Rozwazano
dtugosci prob réwne T =50 oraz T = 100.

Tabela 3.

Moc testu (w %) dla rozmiaru réwnego 5%, P=5,r=1, R=2, T=50, DGP (9)
a\¢ 0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9
LR 6,3 6,5 6,4 6,8 74 14,8
O e 58 6.2 6.4 6,8 85 16,1
LR 8,3 8,2 8,8 9,7 10,7 30,2
02 LRBC 8,1 8,2 9,2 114 145 27,3
04 LR 12,8 13,8 15,9 18,7 28,9 67,0
LRBC 14,7 15,5 19,0 21,8 34,9 55,4
LR 19,0 21,4 24,5 34,2 55,6 88,4
08 LRBC 21,7 24,3 28,5 39,1 62,0 74,6
08 LR 26,4 28,5 35,9 51,6 78,2 95,7
LRBC 29,6 31,9 40,8 58,7 83,5 84,0
09 LR 29,3 32,2 419 60,3 85,4 97,6
LRBC 32,6 36,9 47,3 66,7 88,8 87,0

Tabela 4.

Moc testu (w %) dla rozmiaru réwnego 5%, P=5,r=1, R=2, T =100, DGP (9)
a\¢ 0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9
LR 9,4 10,4 12,2 14,7 20,1 58,2
ol LRBC 8,9 10,2 12,2 154 21,8 58,6
LR 20,0 23,0 27,9 36,0 59,5 96,2
02 e 20,1 231 29,0 38,3 62,0 94,9
LR 54,0 59,9 70,8 85,9 98,5 99,9
04 LRBC 54,9 61,3 72,1 86,8 98,8 99,8
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Tabela 4
LR 83,5 87,5 94,0 99,0 99,9 99,9
08 LRBC 84,1 88,2 94,5 99,1 99,9 99,9
08 LR 95,2 97,0 99,3 99,9 99,9 99,9
LREC 95,5 97,3 99,4 99,9 99,9 99,9
LR 97,6 98,8 99,8 99,9 99,9 99,9
00 LRBC 98,0 99,0 99,8 99,9 99,9 99,9

Wyniki przedstawione w tabelach 3. i 4. wskazuja, iz moc testu ilorazu wiarygod-
nosci z poprawka Bartletta jest czesto istotnie wieksza w krétkich prébach, liczacych
okoto 50 obserwacji, niz moc standardowego testu bez tej poprawki, za wyjatkiem
sytuacji gdy parametr & jest bliski jednosci. Jednak zwigkszenie dtugosci proby do
umiarkowanej, liczacej okoto 100 obserwacji, implikuje zmniejszenie tej réznicy tak,
iz staje si¢ ona zwykle nieistotna statystycznie.

Zaden z rozwazanych testow nie posiada satysfakcjonujacej mocy w krotkich pro-
bach, za wyjatkiem niewielkiego obszaru w przestrzeni parametrycznej, dla ktérego
zarowno szybkos¢ mechanizmu korekty btedem, jak i sita efektow krotkookresowych
sa duze (¢ <-0,8, i £>0,7). Zwickszenie dtugosci proby do umiarkowanej pozwala
wskaza¢ znaczny obszar w przestrzeni parametrycznej, dla ktérego moc obydwu
testow jest wystarczajaca. Test z poprawka Bartletta, jak i bez poprawki, jest stosun-
kowo mocny juz dla wartosci parametru «, wynoszacych okoto —0,5, a im wyzsza jest
wartos¢ parametru &, tym mocniejszy jest test. Na przykitad, dla (o =-0,4, i £=0,5)
moc testow LRBC i LR wynosi, odpowiednio, 87% i 86%, a zwickszenie modutu
jednego z tych parametréw powoduje szybki wzrost mocy testu.

Nalezy podkresli¢, iz w krotkich probach, liczacych okoto 50 obserwacji, wia-
rygodne wnioskowanie o liczbie nieznanych wektoréw kointegrujacych za pomoca
rozwazanych testow jest zwykle niemozliwe. Z drugiej strony, w umiarkowanych
prébach, liczacych okoto 100 obserwacji, wnioskowanie o rzedzie kointegracji dla
procesu VEC umiarkowanego wymiaru za pomoca testu LRBEC jest zwykle poprawne,
po pierwsze, gdy szybkos¢ mechanizmu korekty btedem jest duza, a po drugie, gdy
zaréwno sita mechanizmow korekty btedem, jak i sita efektéw krotkookresowych
Sg przynajmniej umiarkowane. Znieksztatcenie rozmiaru testu jest wéwczas niewiel-
kie, a moc testu jest stosunkowo bliska jednosci. Komplementarnie, wnioskowanie
mozna w takim przypadku oprze¢ na testach LRB i LRBCB, cho¢ charakteryzuja
si¢ one zwykle wigkszym znieksztalceniem rozmiaru niz test LREC, a ponadto sg
metodami intensywnymi numerycznie. Pozostate testy LR, LRRA, LRCL i LRHR moga
wskazywac¢ w takim przypadku zawyzong liczbe relacji diugookresowych w syste-
mie.



Wiasciwosci wybranych metod maZoprobkowego wnioskowania o rzedzie kointegracji 177

W przypadku gdy szybkos¢ mechanizmu korekty btgdem jest mata (a >-0,2),
wowczas wnioskowanie o rzedzie kointegracji prowadzi zwykle do btednych wskazan
testu, nawet dla préb o umiarkowanej liczbie obserwacji. W takim przypadku, testy
LRBC, LRB i LRBCB s3 konserwatywne, a wskazania pozostatych testow prowadza
najczesciej albo do zanizenia rzedu kointegracji, gdy sita efektéw krotkookresowych
jest mata, albo do zawyzenia rzedu kointegracji, gdy sita efektow krétkookresowych
jest duza. Zatem, gdy w systemie wystepuja relacje kointegrujace, dla ktérych szyb-
kos¢ dostosowan zmiennych do trajektorii dtugookresowych jest wolna, wowczas ich
poprawna identyfikacja wymaga szeregu czasowego 0 znacznej liczbie obserwacii,
pomimo zastosowania metod wnioskowania matoprobkowego.

Nalezy zauwazy¢, iz matoprébkowe wiasciwosci testow LR, LRRA, LRCL j LRHR
zalezg znacznie od parametrow procesu generujacego dane. Dlatego tez testy te nie
stanowig uniwersalnych metod wnioskowania o rzedzie kointegracji w matolicznych
prébach, cho¢ dla okreslonych obszaréw w przestrzeni parametrycznej moga stanowié
uzupetnienie wnioskowania w oparciu o test LRBC lub LRBECB, czy tez LRB.

Badanie wptywu korelacji sktadnikoéw losowych komponentu stacjonarnego
i niestacjonarnego na rozmiar empiryczny testow przeprowadzono za pomoca formy
kanonicznej modelu VEC:

Y 0 Y, 0
S R M IR PO Y

DGP

ytDGP = |:ylt

DGP

gdzie pierwiastki charakterystyczne wielomianu autoregresyjnego dla y,

sg wicksze
- . DGP I st; . .
od jednosci, y3, #0, [g&, &€,]~N;|0; o Il * ||, a pierwsze sto obserwacji

jest odrzucanych. Wygenerowanie szeregu realizacji sktadnika losowego o zadanej

€8

12
macierzy wariancji-kowariancji wymaga policzenia macierzy { } , do
I

€28

czego wykorzystano dekompozycje spektralng macierzy.
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Tabela 5.
Rozmiar empiryczny (w %) testow matoprébkowych, P =5, R=1, T =50, DGP (10)
Q.. \ (Y1 ¥y) (0,8;-0,1) 0,9; -0,1) (1,0;-0,1)
LR 6,9 5,8 51
LRBC 0,7 0,4 0,3
.
0 LRRA 02 01 01
0
0 LRCL 0,4 0,2 0,2
0 LRHR 1,7 1,4 1,2
LRB 0,3 0,1 01
LRBCB 0,3 0,1 0,1
LR 9,4 7,8 7,1
LREC 11 0,6 05
.
0,1 LRRA 03 02 02
0,2
LRCL 0,7 0,4 0,2
0,3
0,4 LRHR 2,9 2,0 1,8
LRE 0,3 0,2 01
LRECB 0,4 0,3 0,2
LR 24,3 25,0 20,9
LRBC 3,0 2,3 15
.
0,1 LRRA 2,2 2,3 14
0,2
LRCL 29 3,1 2,1
0,3
0.4 LRHR 9,5 9,9 7,5
LRE 15 1,4 0,8
LRBCE 1,9 15 0,9

Wyniki eksperymentéw Monte Carlo przedstawiono w tabelach 5. i 6., ze wzgledu
na kowariancje komponentu stacjonarnego z komponentem niestacjonarnym (macierz
Q, ., Wyniki w wierszach) oraz wartosci parametréw wielomianu autoregresyjnego
komponentu stacjonarnego (macierze: ¥, i ¥,, wyniki w kolumnach), przy czym
najmniejszy modut pierwiastka charakterystycznego wielomianu autoregresyjnego,
odpowiadajacego komponentowi stacjonarnemu, dany jest odpowiednio jako: 1,56,
1,30 i 1,13. Wyniki wskazuja, iz rozmiar empiryczny testow maleje wraz ze zbliza-
niem si¢ pierwiastka charakterystycznego do kota jednostkowego. Whniosek ten jest
spdjny z wynikami zawartymi w tabelach 1. i 2. Z kolei, wzrost korelacji sktadnikéw
losowych komponentu stacjonarnego i niestacjonarnego implikuje wzrost rozmiaru
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empirycznego testéw, przy czym w przypadku testow: LRBC, LRB i LRBCB rozmiar
empiryczny testu dazy do rozmiaru nominalnego, w przeciwienstwie do testow:
LR, LRRA, LRCL i LRHR, Nalezy podkresli¢, iz znieksztalcenie rozmiaru testu LRBC
w krdtkich prébach jest niewielkie, gdy korelacja sktadnikéw losowych komponentu
stacjonarnego i niestacjonarnego jest znaczna. Z drugiej strony, w przypadku nie-
wielkiej korelacji sktadnikéw losowych tych komponentéw procesu, standardowy test
ilorazu wiarygodnosci posiada relatywnie najmniejsze znieksztatcenie rozmiaru testu
wtedy, gdy pierwiastki charakterystyczne wielomianu autoregresyjnego komponentu
stacjonarnego znajduja si¢ blisko kota jednostkowego.

Tabela 6.
Rozmiar empiryczny (w %) testow matoprébkowych, P =5, R=1, T = 100, DGP (10)
Q.. \(¥1;¥y) (0,8;-0,1) (0,9;-0,1) (1,0; -0,1)
LR 52 3,7 17
LRBC 1,9 1,0 03
.
0 LRRA 1,2 0,8 03
0
0 LRCE 15 0,8 0,3
0 LRHR 2,7 18 0,7
LRB 0,6 0,4 0,1
LRBCB 0,7 0,5 0,1
LR 7,0 5,7 2,9
LRBC 2,4 14 0,6
.
0.1 LRRA 18 13 05
0,2
LRCH 2,1 15 0,6
0,3
0,4 LRR 37 29 13
LRB 0,8 0,7 0,3
LRBCB 0,9 0,7 0,3
LR 14,4 14,7 15,4
LRBC 53 3,9 2,5
.
0,1 LRRA 5,2 51 52
0,2
0.3 LRCE 5,8 5,8 5,8
0.4 LRHR 89 9,0 95
LRB 2,1 2,0 2,0
LRBCB 2,3 2,2 2,0
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Poréwnanie mocy przeprowadzone zostato za pomoca formy kanonicznej modelu
VECM, danej wzorem (10), dla przypadku gdy R = 1. Kwantyle rozktadow matoprob-
kowych dla 7£(0):R=0 generowane sa wéwczas za pomoca wielowymiarowego
procesu sciezki losowej:

Vo —yP )

gdzie y,>" #0 oraz g ~ N, (0;I), a pierwsze sto obserwacji jest odrzucanych.

Tabela 7.
Moc testu (w %), P=5,r=0, R=1, T=50, DGP (11) i (10)
Q. \ (Yy; P)) (0,8;-0,1) (0,9; -0,1) (1,0;-0,2)
LR 5,6 4,7 4.4
[0 0 0 0]

LRBC 5,8 5,0 4.4
LR 8,4 6,6 53

[0,1 0,2 0,3 04]
LRBC 8,6 6,7 53
LR 415 32,4 19,7

[0,3 04 05 0,6]
LRBC 36,2 28,0 17,3

Tabela 8.
Moc testu (w %), P=5,r=0, R=1, T=100, DGP (11) i (10)
Q.. \ (Yy; WP)) (0,8;-0,1) (0,9; -0,1) (1,0;-0,2)
LR 14,8 8,1 4,6
[0 0 0 0]

LRBC 15,0 8,3 4,6
LR 26,4 14,2 6,6

[0,1 02 0,3 04]
LRBC 26,6 14,2 6,6
LR 97,0 87,3 54,4

[0,3 04 05 0,6]
LRBC 96,4 86,0 52,9

Wyniki zawarte w tabelach 7. i 8. wskazuja, iz moc testow maleje wraz ze zbli-
zaniem si¢ najmniejszego pierwiastka charakterystycznego wielomianu autoregresyj-
nego, odpowiadajacego komponentowi stacjonarnemu, do kota jednostkowego. Z kolei
wzrost korelacji sktadnikéw losowych komponentu stacjonarnego i niestacjonarnego
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powoduje, iz moc testow znaczaco rosnie, przy czym test ilorazu wiarygodnosci
z poprawka Bartletta cechuje si¢ w matolicznych prébach nieznacznie nizsza moca
dla wysokiej korelacji sktadnikéw losowych komponentéw, niz pozostate testy.

Przeprowadzono réwniez analiz¢ mocy testow dla bliskich hipotez alternatywnych
przyjmujac nastepujacy proces generowania danych:

MY = (0B ) AT+ (OB, -0 AT e VT ve, (12)

gdzie 6 > 0, a pozostate parametry pozostaja bez zmian. Dla 6 = 1 proces (12) zawiera
sktadniki korekty btedem, ktdre sa prawie zintegrowane w sensie Phillipsa (1988).
Z Kkolei dla 6 =0 proces (12) upraszcza sie do (9). Przyjeto nastepujace wartosci
dla parametrow DGP: P=5, R=2,r=1, a=-0,8, £=0,5. Wyniki eksperymentow
Monte Carlo dla T = 50 przedstawiono na rysunku 1.

0,6

—— LR
0,5 A A LR®C

0,4 -

0,3 ~

0,2 A

0,1 -

=t =t = & & €

0,0

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
0,0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0

o

Rysunek 1.
Moc testu dla rozmiaru réwnego 5%, P=5,r=1, R=2, a =-0,8, £=0,5, T =50, DGP (12)

Wyniki dla kolejnych wartosci parametru o wskazuja, po pierwsze, jaka jest moc
testow dla bliskiej hipotezy alternatywnej w matolicznych probach, a po drugie, jak
zmienia sie moc testow wraz ze zblizaniem sie hipotezy alternatywnej do zerowej,
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gdy ¢ — oo. Wartosci mocy testow dla 6 = 1 przedstawione na rysunku 1. wskazuja,
iz moc analizowanych testow dla bliskiej hipotezy alternatywnej jest zblizona do roz-
miaru nominalnego testu w krétkich prébach. Ponadto, spadek mocy spowodowany
zblizaniem hipotezy alternatywnej do zerowej jest stosunkowo szybki, bowiem dla
0 =0,3 moc testu jest bliska rozmiarowi testu.

Nalezy zatem zauwazy¢, iz gdy sita mechanizméw korekty btedem jest bardzo
mata i proba jest matoliczna, wéwczas identyfikacja wiasciwej liczby relacji kointe-
grujacych w systemie za pomoca statystyk opartych na regule ilorazu wiarygodnosci
jest zasadniczo niemozliwa, poniewaz moc testu jest zblizona do rozmiaru testu.
W szczegolnosci, test ilorazu wiarygodnosci z poprawka Bartletta wskazywa¢ bedzie
zwykKle rzad kointegracji nizszy od prawdziwego.

5. PODSUMOWANIE

Stwierdzono, iz test ilorazu wiarygodnosci z poprawka Bartletta posiada zwykle
najmniejsze znieksztatcenie rozmiaru testu, ktére ponadto czesto nie rézni sie istot-
nie statystycznie od zera, gdy dtugos¢ préby jest umiarkowana oraz wartosci para-
metrow korekty btedem sg co najmniej umiarkowane (a < -0,2). Wskazano jednak,
iz gdy wartosci parametru korekty btedem sa niskie (o >-0,2) i jednoczesnie efekty
krotkookresowe sg relatywnie stabe (& < 0,5), wowczas test ilorazu wiarygodnosci
z poprawka Bartletta charakteryzuje si¢ znacznym znieksztatceniem rozmiaru testu
w kierunku zera, a wnioskowanie statystyczne za pomoca standardowego testu
ilorazu wiarygodnosci i testu z poprawka Hansena i Rahbeka jest w tym przy-
padku bardziej wiarygodne z uwagi na zatozony rozmiar testu. Pokazano ponadto,
iz znieksztatcenie rozmiaru testdw z prosta poprawka, ktéra zalezy wytacznie od
liczby obserwacji i stopnia op6znien procesu, jest niewielkie, gdy dtugos¢ proby
jest przynajmniej umiarkowana, parametry mechanizmow korekty btedem sag co
najmniej umiarkowane (a < -0,2) i sita efektéw krétkookresowych jest stosunkowo
niewielka (§ < 0,5).

Test ilorazu wiarygodnosci z poprawka Bartletta charakteryzuje sie zwykle wiek-
szag moca w krotkich probach, niz standardowy test bez poprawki. Jednakze, zaden
z rozwazanych testow nie posiada satysfakcjonujacej mocy w krétkich prébach,
liczacych ok. 50 obserwacji. Z kolei dla umiarkowanie licznych préb — ok. 100 obser-
wacji, moc testéw rzedu kointegracji, opartych na regule ilorazu wiarygodnosci, jest
satysfakcjonujaca, gdy szybkos¢ mechanizmu korekty btedem jest duza (a <-0,6),
lub gdy sita mechanizméw korekty btedem oraz sita efektéw krdétkookresowych sa
przynajmniej umiarkowane (a <-0,2, &> 0,5).

Pokazano, iz wzrost korelacji sktadnikow losowych komponentu stacjonarnego
I niestacjonarnego, dekomponowanych zgodnie z forma kanoniczng, powoduje zna-
Czacy wzrost mocy rozwazanych testdw oraz wzrost rozmiaru empirycznego testow,
przy czym w przypadku testu z poprawka Bartletta oraz testu boostrapowego rozmiar
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empiryczny testu dazy do rozmiaru nominalnego, w przeciwienstwie do pozostatych
testow.

Stwierdzono, iz moc zaréwno testu standardowego, jak i testu z poprawka jest

bliska rozmiarowi nominalnemu testu dla przypadku bliskiej hipotezy alternatywnej.
Wyniki eksperymentéw Monte Carlo dla ciagu hipotez alternatywnych, od standar-
dowej do bliskiej, wskazujg przy tym, iz wraz ze zblizaniem si¢ do bliskiej hipotezy
alternatywnej moc testow bardzo szybko dazy do rozmiaru nominalnego.
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WLASCIWOSCI WYBRANYCH METOD MALOPROBKOWEGO WNIOSKOWANIA
O RZEDZIE KOINTEGRACII

Streszczenie

W artykule przedstawiono wyniki poréwnania wiasciwosci matoprébkowych testow rzedu koin-
tegracji. Przeprowadzone eksperymenty Monte Carlo dla réznych proceséw generujacych dane i réz-
nych obszaréw w przestrzeni parametrycznej wskazuja, iz (i) test ilorazu wiarygodnosci z poprawka
Bartletta posiada zwykle najlepsze wtasnosci, (ii) zastosowanie metody bootstrap dla testu z poprawka
Bartletta nie prowadzi do poprawy wiasnosci testu, (iii) test asymptotyczny oraz testy z poprawkami na
liczbe stopni swobody cechuja si¢ zwykle znacznym znieksztatceniem rozmiaru testu, (iv) zastosowanie
poprawki Bartletta prowadzi do nieznacznej poprawy mocy testu, (v) korelacja sktadnikéw losowych
komponentu stacjonarnego i niestacjonarnego formy kanonicznej powoduje znaczacy wzrost mocy
rozwazanych testdw oraz wzrost rozmiaru empirycznego testéw, przy czym jedynie w przypadku testu
z poprawka Bartletta oraz testu boostrapowego rozmiar empiryczny testu dazy do rozmiaru nominalnego.

Slowa kluczowe: wnioskowanie matoprobkowe, rzad kointegracji, forma kanoniczna, bliskie hipo-
tezy alternatywne

SMALL SAMPLE INFERENCE ON COINTEGRATION RANK

Abstract

In the paper, properties of small sample cointegration rank tests are compared. The Monte Carlo
experiments conducted for different data generating processes and areas in the parametric space indicate
that (i) the likelihood ratio test with Bartlett correction usually have the best properties, (ii) bootstrapping
the Bartlett corrected test does not lead to improvement of test properties, (iii) size of asymptotic test and
tests with degrees-of-freedom correction is usually heavily distorted, (iv) the Bartlett correction can lead
to a small improvement of power, (v) correlation of error terms between stationary and non-stationary
component of canonical form lead to a significant increase of power and size of test, but only size of
Bartlett corrected test and bootstrapped test converge to nominal size.

Keywords: small sample inference, cointegration rank, canonical form, local alternatives






