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W A CIWO CI WYBRANYCH METOD MA OPRÓBKOWEGO 
WNIOSKOWANIA O RZ DZIE KOINTEGRACJI1

1. WPROWADZENIE

Wnioskowanie o liczbie relacji d ugookresowych (rz dzie kointegracji) w wek-
torowym modelu korekty b dem za pomoc  testów opartych na rozk adach asymp-
totycznych prowadzi cz sto do b dnych wniosków, gdy próby s  ma oliczne lub 
umiarkowanie liczne. Wyniki analiz Monte Carlo (zob. Toda, 1994, 1995; Haug, 
1996; Gonzalo i Pitarakis, 1999) wskazuj , e empiryczny rozmiar testu mo e bardzo 
znacz co ró ni  si  od rozmiaru nominalnego. Równie  moc testu mo e by  niska 
w krótkiej próbie, pomimo i  jest on zgodny, a rozk ad asymptotyczny dla prawdziwej 
hipotezy alternatywnej jest zdegenerowany. Problem ten jest tym powa niejszy, im 
mniejsza jest liczba obserwacji oraz im wi kszy jest wymiar procesu stochastycznego 
oraz stopie  opó nie  procesu VAR. Ponadto, gdy parametry procesu I(1) generu-
j cego szereg implikuj , i  jest on bliski procesowi I(0) lub I(2), ma opróbkowe 
w a ciwo ci testów s  niesatysfakcjonuj ce. Na przyk ad, w przypadku testu rz du 
kointegracji w wektorowym modelu korekty b dem opartego na regule ilorazu wia-
rygodno ci (LR) rozmiar testu d y do jedno ci, gdy proces generuj cy szereg jest  
prawie zintegrowany w stopniu drugim (por. Johansen, 2002).

W artykule porównane s  w asno ci testów LR rz du kointegracji z dostosowa-
niami ma opróbkowymi. W asno ci testów analizowane s  za pomoc  modelu VEC 
dla ró nych: szybko ci dostosowa  mechanizmu(ów) korekty b dem oraz si y efek-
tów krótkookresowych. Wp yw korelacji sk adników losowych komponentu stacjo-
narnego i niestacjonarnego badany jest za pomoc  formy kanonicznej modelu VEC. 
Zgodnie z propozycj  Berana (1988), w ród testów ma opróbkowych rozwa ony jest 
te  test bootstrapowy z poprawk  Bartletta w roli surogatu podwójnego bootstrapu. 

Zasadnicze wnioski prezentowanego badania s  nast puj ce. Po pierwsze, test 
LR rz du kointegracji z poprawk  Bartletta zwykle najskuteczniej redukuje znie-

1  Artyku  przedstawia wybrane wyniki z rozprawy doktorskiej autora pt. „Ma opróbkowe 
wnioskowanie o rz dzie kointegracji”, obronionej w 2009 roku na Wydziale Ekonomiczno-
Socjologicznym Uniwersytetu ódzkiego. Praca naukowa  nansowana ze rodków MNiSW 
jako projekt badawczy nr N111 019 31/2139 pt.: „Ma opróbkowe wnioskowanie o rz dzie 
kointegracji”. Autor pragnie podzi kowa  Recenzentom za wniesione uwagi.
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kszta cenie rozmiaru testu, test bootstrapowy oraz test bootstrapowy z poprawk  
Bartletta cechuj  si  zwykle nieznacznie wi kszym zniekszta ceniem rozmiaru testu, 
za wyj tkiem sytuacji, gdy proces generuj cy dane jest bliski procesowi I(2), z kolei 
standardowy test asymptotyczny oraz testy z prostymi poprawkami na liczb  stopni 
swobody posiadaj  cz sto bardzo du e zniekszta cenie rozmiaru testu, co znacz co 
ogranicza ich przydatno  do wnioskowania o rz dzie kointegracji. Po drugie, test LR 
rz du kointegracji z poprawk  Bartletta posiada zwykle nieznacznie wi ksz  moc, ni  
test bez poprawki. Po trzecie, wiarygodne wnioskowanie o liczbie relacji d ugookre-
sowych bez informacji a priori mo liwe jest zwykle jedynie dopiero w umiarkowanie 
licznych próbach, zawieraj cych przynajmniej ok. 100 obserwacji, cho  w przypadku 
gdy si a mechanizmu korekty b dem jest niska, wówczas identy  kacja zwi zku d u-
gookresowego mo e wymaga  liczniejszej próby.

Cz  druga artyku u omawia ró ne poprawki nak adane na statystyk  testu LR 
rz du kointegracji, w tym poprawk  Bartletta (zob. Johansen, 2002, 2005; omó-
wienie w: K b owski 2006a/b, 2009). Cz  trzecia przedstawia znane w asno ci 
testów z poprawkami i testu bootstrapowego oraz omawia mo liwo  zastosowania 
testu bootstrapowego z poprawk  Bartletta do wery  kacji rz du kointegracji. Cz  
czwarta przedstawia struktur  procesów generuj cych dane, przyj te za o enia i war-
to ci parametrów oraz wyniki symulacji Monte Carlo. Cz  pi ta zawiera podsu-
mowanie.

2. METODY WNIOSKOWANIA MA OPRÓBKOWEGO

Metody zmniejszaj ce odchylenie empirycznego rozmiaru testu w stosunku do 
rozmiaru nominalnego podzieli  mo na na dwie grupy. Celem metod z pierwszej 
grupy jest oszacowanie dok adnej warto ci krytycznej dla danej d ugo ci próby i (nie-
znanych) parametrów DGP. Z kolei, celem metod z drugiej grupy jest wyznaczenie 
poprawki  nak adanej na statystyk , tak aby rozk ad statystyki z poprawk  by  to -
samy lub zbli ony w krótkiej próbie do rozk adu asymptotycznego.

Aproksymanta dok adnej warto ci krytycznej wyznaczana jest: (i) poprzez rozwi-
ni cie asymptotyczne wy szego rz du, zwykle rozwini cie Edgewortha (1905), (ii) 
za pomoc  metody Monte Carlo oraz opartej na niej metody powierzchni odpowiedzi 
(zob. np. Hendry, 1984), (iii) za pomoc  repróbkowania, w tym metody bootstrap 
(zob. Efron, 1979).

Wyznaczenie poprawki nak adanej na statystyk  tak, aby rozk ad statystyki 
z poprawk  by  zbli ony w krótkiej próbie do rozk adu asymptotycznego przeprowa-
dzone jest albo za pomoc  analiz Monte Carlo ma opróbkowych w a ciwo ci testu, 
albo poprzez rozwini cia asymptotyczne, które dowodz , i  rz d wielko ci reszty 
alternatywnej aproksymacji jest ni szy ni  w przypadku rozk adu asymptotycznego 
rz du pierwszego. Bezpo rednim zastosowaniem drugiego z wy ej wymienionych 
podej  jest rozwi zanie zaproponowane przez Bartletta (1937, 1954).
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Idea poprawki Bartletta jest do  intuicyjna i sprowadza si  do zbli enia warto ci 
oczekiwanej statystyki w krótkiej próbie do asymptotycznej warto ci oczekiwanej, 
z za o eniem, e pozosta e momenty rozk adu s  równie  lepiej aproksymowane. 
Za ó my, e warto  oczekiwana statystyki ilorazu wiarygodno ci d y do warto ci 
asymptotycznej z b dem O  (T-1):

 1

T
LR LR O T , (1)

co w szczególno ci zachodzi, gdy spe nione s  warunki regularno ci zde  niowane 
przez Wilksa (1938), a aproksymacj  rz du pierwszego stanowi rozk ad 2. Wówczas 
mo liwo  wyprowadzenia poprawki Bartletta zale y od istnienia nast puj cego roz-
wini cia asymptotycznego:

 
T

bLR LR O T
T , (2)

gdzie sta a b mo e by  oszacowana w sposób zgodny gdy prawdziwa jest hipoteza 
zerowa, oraz od zbie no ci LR  /  E  (LR) do 

T T
LR LR  wraz ze wzrostem 

d ugo ci próby. St d te  poprawk  Bartletta mo na wyprowadzi  z przybli onej rów-
no ci:
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a statystyka z poprawk  Bartletta dana jest jako:

 1ˆ1BCLR LR bT . (4a)

Alternatywnie, statystyka z poprawk  typu Bartletta okre lona mo e by  jako 
(por. Cribari-Neto i Cordeiro, 1996):

 1 1ˆ1BCLR LR b T , (4b)

czy te :

 ˆBCLR LR exp b T . (4c)
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Statystyki LRBC, LRBC1 i LRBC2 s  asymptotycznie ekwiwalentne, gdy sk adniki o  (T-1) 
nie s  rozwa ane. Nale y zauwa y , i  spo ród statystyk (4a) – (4c), jedynie staty-
styka (4c) zapewnia, i  statystyka z poprawk  Bartletta jest nieujemna.

W przypadku gdy spe nione s  warunki regularno ci okre lone przez Wilksa 
(1938), b d aproksymacji kwantyli rozk adu ma opróbkowego za pomoc  kwan-
tyli rozk adu 2 jest O  (T-2) (zob. Barndorf-Nielsen i Hall, 1988; Lawley, 1956). 
Z kolei w przypadku szeregów generowanych przez procesy niestacjonarne, w tym 
zintegrowane, sk adniki O  (T-1) nie s  równe zero w rozwini ciach asymptotycz-
nych momentów testu ilorazu wiarygodno ci. Jednak e parametry zwi zane ze 
sk adnikiem o rz dzie wielko ci T-1 rozwini  asymptotycznych poszczególnych 
momentów statystyki z poprawk  Bartletta s  znacz co mniejsze, ni  odpowiednie 
parametry dla statystyki bez tej poprawki (zob. Nielsen, 1997; Jensen i Wood, 1997; 
Bravo, 1999).

Wyniki eksperymentów Monte Carlo dotycz cych ma opróbkowych w a ciwo ci 
testów mog  by  wykorzystane do konstrukcji poprawek statystyk tak, i  rozmiar 
empiryczny testu z poprawk  jest bli szy rozmiarowi nominalnemu w krótkiej 
próbie, ni  rozmiar testu bez poprawki. Otrzymane w ten sposób poprawki zmniej-
szaj  najcz ciej zniekszta cenie rozmiaru wynikaj ce z d ugo ci efektywnej próby 
lub wymiaru procesu stochastycznego, jednak e nie uwzgl dniaj  zale no ci roz-
k adu ma opróbkowego statystyki wzgl dem parametrów procesu generuj cego 
szereg.

Na podstawie wyników eksperymentów Monte Carlo, Reinsel i Ahn (1989, 1992) 
oraz Reimers (1992) zaproponowali poprawk  statystyki LR dla testu rz du kointegra-
cji postaci: 1 – KPT–1, a statystyka z poprawk  okre lona jest jako:

 11RALR LR T KP T LR KPT . (5)

Propozycja Reinsela i Ahna nawi zuje do wzoru (4b), jednak nie stanowi poprawki 
Bartletta, bowiem sk adniki O  (T-1) rozwini cia asymptotycznego warto ci oczekiwa-
nej statystyki LR zale  od parametrów procesu generuj cego szereg (por. Johansen, 
2002, 2005). 

Powierzchnie odpowiedzi oszacowane przez Cheunga i Laia (1993) mog  
by  zastosowane do wyznaczenia przybli enia odpowiedniego kwantyla rozk adu 
ma opróbkowego albo ekwiwalentnie do obliczenia poprawki statystyki LR, okre lo-
nej jako:

 CLLR LR T T KP . (6)

Nale y przy tym zauwa y , i  powierzchnie odpowiedzi oszacowane przez Che-
unga i Laia s  szczególne, poniewa  jedyn  zmienn  obja niaj c  jest odwrotno  
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poprawki Reinsela i Ahna. Mimo to, hipoteza 0  +  1 = 1 nie jest odrzucana przez test 
(zob. Cheung i Lai, 1993).

Z kolei, Hansen i Rahbek (2002) rozwa aj  konstrukcj  poprawki statystyki LR 
jako stosunek ilorazu wiarygodno ci dla maksimów dostosowanej skoncentrowanej 
funkcji wiarygodno ci, zaproponowanej przez Coxa i Reid (1987), do klasycznego 
ilorazu wiarygodno ci dla maksimów skoncentrowanej funkcji wiarygodno ci. Staty-
styka z tak uzyskan  poprawk  zde  niowana jest nast puj co:

 
11 1 1HRLR LR T K P T LR K PT . (7)

Poprawka Hansena i Rahbeka sprowadza si  zatem do ma opróbkowego wnio-
skowania o rz dzie kointegracji na podstawie skoncentrowanej funkcji wiarygodno ci 
z poprawkami Coxa i Reid, która uwzgl dnia dwa pierwsze sk adniki rozwini cia 
asymptotycznego, gdy spe nione s  warunki regularno ci, co implikuje popraw  
ma opróbkowych w a ciwo ci testu ilorazu wiarygodno ci. 

3. W A CIWO CI METOD WNIOSKOWANIA MA OPRÓBKOWEGO

Wyniki bada  dotycz cych w a ciwo ci metod ma opróbkowego wnioskowania 
o rz dzie kointegracji ograniczaj  si  zwykle do eksperymentów Monte Carlo dla 
zaproponowanych przez autorów rozwi za  dla statystyki LR. Brak wyczerpuj cych 
bada  w a ciwo ci metod ma opróbkowego wnioskowania o rz dzie kointegracji 
wynika nie tylko z faktu, i  statystyka ilorazu wiarygodno ci ma cz sto najlepsze 
w a ciwo ci w krótkich próbach (zob. np. Ahlgren i Juselius, 2012), lecz równie  
dlatego, i  zastosowanie niektórych metod ma opróbkowego wnioskowania jest 
utrudnione lub niemo liwe dla innych statystyk. Na przyk ad, stosunkowo cz sto 
rozwa ana poprawka Bartletta mo e by  zastosowana wy cznie do statystyki ilo-
razu wiarygodno ci, bowiem dla statystyki mno nika Lagrange’a i Walda klasyczna 
poprawka Bartletta wynikaj ca ze wzoru (2) nie istnieje, cho  mo liwe jest zwykle 
wyprowadzenie poprawki typu Bartletta, która zale y równie  od wyj ciowej staty-
styki (por. Cribari-Neto i Cordeiro, 1996).

Wyniki eksperymentów Monte Carlo van Giersbergena (1996) sugeruj , i  
ma opróbkowe w a ciwo ci testu bootstrapowego dla statystyki LR s  podobne do 
w a ciwo ci testu ilorazu wiarygodno ci z poprawk  Ahna i Reinsela. Z kolei wyniki 
bada  przeprowadzonych przez Harrisa i Judge’a (1998), Omtzigta i Fachina (2006), 
Swensena (2006), Cavaliere i in. (2012) oraz Ahlgrena i Antella (2013) dotycz cych 
ma opróbkowych w a ciwo ci standardowego testu bootstrapowego dla statystyki 
LR oraz w a ciwo ci testu asymptotycznego wskazuj , i  rozmiar empiryczny testu 
bootstrapowego jest cz sto bli szy rozmiarowi nominalnemu, w porównaniu do roz-
miaru empirycznego testu asymptotycznego, cho  wniosek ten nie dotyczy ca ego 
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rozwa anego obszaru w przestrzeni parametrycznej. W asno ci bootstrapowego testu 
LR dla modelu VAR z warunkow  heteroskedastyczno ci  rozwa aj  Cavaliere i in. 
(2010a/b), z kolei Swensen (2011) oraz Trenkler (2009) analizuj  bootstrapowy test 
LR w przypadku wyst powania odpowiednio: zmiennych stacjonarnych i trendu deter-
ministycznego w procesie generuj cym dane.

Zastosowanie jedno- lub wielokrotnego wst pnego uosiowiania statystyki LR 
mo e potencjalnie prowadzi  do poprawy w a ciwo ci testu. Jednak metoda ta 
nie znajduje zastosowania w modelowaniu systemów zintegrowanych o wymiarze 
wi kszym ni  2-3 zmienne, ze wzgl du na jej znaczn  intensywno  numeryczn . 
Wyniki eksperymentów Monte Carlo przeprowadzonych przez Ahlgrena i Antella 
(2008) wskazuj , i  rozmiary empiryczne: standardowego testu bootstrapowego oraz 
szybkiego podwójnego testu bootstrapowego s  podobne, a przy tym zwykle znacznie 
bli sze rozmiarowi nominalnemu, w porównaniu do rozmiaru empirycznego testu 
asymptotycznego. Nale y jednak zauwa y , i  szybki podwójny test bootstrapowy 
nie jest w tym przypadku ekwiwalentny wzgl dem standardowego podwójnego testu 
bootstrapowego.

Ma opróbkowe w a ciwo ci testu LR z poprawkami: Reinsela i Ahna, Cheunga 
i Laia, Hansena i Rahbeka, s  stosunkowo ma o znane, a stwierdzenie, i  rozk ad 
statystyki z poprawk  jest przesuni ty w lewo, podczas gdy ma opróbkowy rozk ad 
statystyki LR jest przesuni ty w prawo wzgl dem warto ci asymptotycznej, jest 
niewystarczaj ce. Zauwa y  nale y jednak, i  wyniki eksperymentów Monte Carlo 
dla testu LR, LRHR i LRBC1 z symulowan  korekt  Bartletta, przeprowadzone przez 
Hansena i Rahbeka (2002) dla modelu VAR z jedn  zmienn  wskazuj , i  zniekszta -
cenie rozmiaru testu LRHR jest cz sto mniejsze, ni  zniekszta cenie testu LR, cho  
jednocze nie wi ksze ni  zniekszta cenie testu LRBC1 z symulowan  korekt  Bartletta. 
Ponadto, poprawka Reinsela i Ahna stanowi w szczególnych przypadkach drugi czyn-
nik poprawki Bartletta.

Wyniki symulacji przeprowadzonych przez Johansena (2002) wskazuj , i  
poprawka Bartletta do  skutecznie zmniejsza zniekszta cenie rozmiaru testu LR dla 
wybranych obszarów w przestrzeni parametrycznej. Jednak gdy parametry procesu 
wskazuj , i  jest on bliski procesowi z ni szym lub wy szym stopniem integracji, 
wówczas empiryczny rozmiar testu LR z poprawk  Bartletta jest istotnie mniej-
szy od rozmiaru nominalnego i maleje prawie do zera wraz ze zbli aniem si  do 
obszaru w przestrzeni parametrycznej dla ni szego albo wy szego stopnia integracji. 
Nale y zauwa y , i  rozmiar empiryczny testu LR bez poprawki zbli a si  w takich 
przypadkach odpowiednio do zera i jedno ci. Wyniki eksperymentów Monte Carlo 
przeprowadzonych przez K b owskiego (2006a/b, 2009) wskazuj , i  relatywne praw-
dopodobie stwo nieodrzucenia fa szywej hipotezy zerowej dla testu LR z poprawk  
Bartletta jest stosunkowo du e dla krótkich prób.

Poprawa ma opróbkowych w a ciwo ci testu LR z poprawk  Bartletta mo e 
zosta  potencjalnie osi gni ta poprzez zastosowanie metody bootstrap dla tej staty-
styki. Beran (1988) wskazuje bowiem, i  gdy spe nione s  warunki regularno ci zde-
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 niowane przez Wilksa (1938), rz d wielko ci reszty rozwini cia asymptotycznego 
dystrybuanty rozk adu dla testu bootstrapowego opartego na statystyce z poprawk  
Bartletta jest mniejszy, ni  dla testu bootstrapowego bez poprawki, a jednocze nie 
taki sam, jak dla podwójnego testu bootstrapowego. W rozwa anym przypadku, dla 
którego warunki regularno ci nie s  spe nione, nie mo na oczekiwa  takiej poprawy 
w a ciwo ci testu, jednak e pewna poprawa mo e zosta  potencjalnie osi gni ta, 
analogicznie jak w przypadku poprawki Bartletta dla statystyki LR.

4. WYNIKI SYMULACJI MONTE CARLO

Za o ono, i  porównanie efektywno ci metod ma opróbkowego wnioskowania 
o rz dzie kointegracji ze wzgl du na rozmiar i moc testu, powinno zwery  kowa  (i) 
zniekszta cenie rozmiaru testu dla poszczególnych metod, (ii) moc testów dla ró -
nych d ugo ci prób i obszarów w przestrzeni parametrycznej, (iii) wp yw korelacji 
sk adników losowych komponentu stacjonarnego i niestacjonarnego na rozmiar i moc 
testów.

Przyj to, i  analizowany system w wersji bazowej zawiera pi  zmiennych zinte-
growanych w stopniu pierwszym, w tym cztery wspólne trendy stochastyczne. Ana-
lizie poddany zatem zosta  system zmiennych skointegrowanych o umiarkowanym 
wymiarze, tak aby wnioski badania mog y by  atwo wykorzystane w zastosowa-
niach empirycznych, zamiast cz sto stosowanego systemu dwuwymiarowego, który 
umo liwia jedynie wskazanie metod o relatywnie niesatysfakcjonuj cych w a ciwo-
ciach. Za o ono ponadto, i  warto  pocz tkowa zmiennych mo e by  niezerowa 

i nie wyst puje trend liniowy w poziomie zmiennych, zatem jedynym sk adnikiem 
deterministycznym jest sta a ograniczona do przestrzeni kointegruj cej wektorowego 
modelu korekty b dem (VEC), postaci:

 
T

1 1 1t t t ty y B , (8)

gdzie yt  =  [y1t     y2t   ...   yPt], A i B s  macierzami parametrów o wymiarach P  R 
i pe nego rz du, 1 jest macierz  parametrów o wymiarach P  P,  jest P-elemen-
towym wektorem parametrów, a R oznacza rz d kointegracji, czyli liczb  zwi zków 
d ugookresowych. Nale y oczekiwa , i  w a ciwo ci testów ulegn  pogorszeniu 
wraz z rozszerzaniem cz ci deterministycznej, np. o trend liniowy w poziomie 
zmiennej.

Porównanie rozmiaru empirycznego i mocy przeprowadzono dla siedmiu testów: 
(i) standardowego testu ilorazu wiarygodno ci – LR, (ii) testu LR z poprawk  Bartletta 
– LRBC, (iii) testu LR z poprawk  Reinsela i Ahna – LRRA, (iv) testu LR z poprawk  
Cheunga i Laia – LRCL, (v) testu LR z poprawk  Hansena i Rahbeka – LRHR, (vi) 
bootstrapowego testu LR – LRB, (vii) bootstrapowego testu LR z poprawk  Bartletta 
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– LRBCB. W ka dym eksperymencie wyznaczano 10 tys. replikacji. Dla przyj tego 
rozmiaru nominalnego testu 5%, odchylenie standardowe rozmiaru wynosi wówczas 
0,0022. Zatem ewentualne wyniki spoza przedzia u [0,46; 0,054] wskazuj , i  rozmiar 
empiryczny rozwa anego testu jest istotnie ró ny od rozmiaru nominalnego.

Test bootstrapowy rz du kointegracji przeprowadzano za pomoc  algorytmu 
zaproponowanego przez Swensena (2006, algorytm nr 1), przy czym macierze para-
metrów 1 i  szacowano za pomoc  regresji zredukowanego rz du, analogicznie jak 
w: Cavaliere i in. (2012). Podobnie jak w eksperymencie Monte Carlo, warto ci star-
towe pochodz  z rozk adu normalnego standaryzowanego, a pierwsze sto obserwacji 
jest odrzucanych. Rozwi zanie alternatywne, polegaj ce na wykorzystaniu ostatnich 
warto ci szeregu z p tli eksperymentu Monte Carlo w roli warto ci startowych pro-
wadzi do analogicznych wyników. Wyznaczano 1 tys. replikacji bootstrapowych, tak 
aby zminimalizowa  spadek mocy testu bootstrapowego.

Eksperymenty zakodowane zosta y w j zyku programowania RATS; kod ró-
d owy zawarty jest w: K b owski (2009). Czas trwania pojedynczego eksperymentu 
Monte Carlo (tj. cznie dla 1,0e4  .  1,0e3  =  1,0e7 replikacji) na komputerze klasy Intel 
Core2 1,83GHz dla T  =  50 oraz T  =  100 wyniós  odpowiednio oko o 20 i 36 godzin.

Porównanie zniekszta cenia rozmiaru ma opróbkowych testów rz du kointegracji 
przeprowadzono za pomoc  procesu (8), gdzie warto ci startowe pochodz  z rozk adu 
normalnego standaryzowanego, a pierwsze sto obserwacji jest odrzucanych. Parame-
try procesu generuj cego dane (DGP) w wersji bazowej (P  =  5, R  =  1) okre lono jako: 
B  =  [1   0   –1   0   0]T, A  =  [    0   0   0   0]T,   =  [1], 1  =  I oraz t  ~  Np(0;  ) 
i    =  I. Rozwa ano d ugo ci prób równe T  =  50 oraz T  =  100. Wyniki przedsta-
wiono w tabelach 1. i 2. ze wzgl du na szybko  mechanizmu korekty b dem (para-
metr , wyniki w wierszach) oraz si  efektów krótkookresowych (parametr , wyniki 
w kolumnach).

Tabela 1.
Rozmiar empiryczny (w %) testów ma opróbkowych, P  =  5, R  =  1, T  =  50, DGP (8)

  \  0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9

-0,1

LR 7,4 9,9 16,4 32,8 66,0 98,9
LRBC 0,5 0,6 0,8 1,0 1,2 2,9
LRRA 0,2 0,5 1,1 3,7 17,0 81,2
LRCL 0,3 0,5 1,4 4,8 20,7 84,5
LRHR 1,9 2,5 5,2 14,2 41,8 94,9
LRB 0,2 0,2 0,5 0,5 1,2 8,6
LRBCB 0,2 0,3 0,6 0,7 1,0 1,2
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-0,2

LR 9,4 11,9 19,4 36,0 69,8 98,4
LRBC 0,9 0,9 1,2 1,4 2,5 2,6
LRRA 0,4 0,6 1,4 4,5 20,3 79,2
LRCL 0,6 0,8 1,8 5,8 24,5 83,1
LRHR 2,4 3,6 7,0 15,9 45,7 93,9
LRB 0,4 0,4 0,5 0,7 1,8 10,0
LRBCB 0,4 0,5 0,7 1,0 1,9 1,7

-0,4

LR 13,2 15,6 24,4 40,6 70,6 97,0
LRBC 1,8 1,9 2,5 3,4 4,2 1,8
LRRA 0,8 1,0 2,5 6,7 23,6 71,3
LRCL 1,2 1,4 3,3 8,5 27,6 75,9
LRHR 4,2 5,3 9,6 20,4 48,4 89,4
LRB 0,6 0,7 1,0 1,5 3,6 9,5
LRBCB 0,9 0,9 1,4 2,1 3,8 1,8

-0,6

LR 15,0 17,8 25,5 41,7 68,4 96,0
LRBC 2,4 2,7 3,3 4,6 4,9 1,5
LRRA 0,9 1,2 2,9 7,9 23,1 67,0
LRCL 1,3 1,7 3,7 9,9 27,2 71,8
LRHR 4,7 6,3 10,5 22,2 47,5 87,4
LRB 0,8 0,9 1,3 2,2 4,0 9,2
LRBCB 1,0 1,3 1,8 3,0 4,4 1,7

-0,8

LR 15,5 19,5 27,3 42,6 69,0 95,8
LRBC 2,8 3,5 4,5 5,0 5,0 1,0
LRRA 0,9 1,4 3,3 7,9 23,3 66,0
LRCL 1,3 1,8 4,3 9,7 27,1 70,3
LRHR 5,0 7,1 11,6 22,2 47,2 86,8
LRB 1,0 1,1 1,8 2,7 4,6 9,3
LRBCB 1,2 1,4 2,3 3,4 5,1 1,6

-0,9

LR 16,3 18,5 28,3 42,4 67,8 95,3
LRBC 3,5 3,6 4,6 5,3 4,3 1,0
LRRA 1,2 1,4 3,2 8,0 22,5 64,0
LRCL 1,6 2,0 4,2 10,1 26,6 68,8
LRHR 6,0 6,8 12,1 22,9 46,0 85,4
LRB 1,2 1,2 1,9 2,5 4,4 8,5
LRBCB 1,5 1,6 2,4 3,6 4,7 1,6

Tabela 1.
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Tabela 2.
Rozmiar empiryczny (w %) testów ma opróbkowych, P  =  5, R  =  1, T  =  100, DGP (8)

  \  0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9

-0,1

LR 4,1 5,1 8,1 13,9 31,6 84,4

LRBC 0,9 1,0 1,3 1,6 2,9 3,6

LRRA 1,0 1,1 2,1 3,7 13,6 66,1

LRCL 1,2 1,3 2,4 4,4 15,0 68,1

LRHR 2,2 2,5 4,4 7,8 21,9 76,4

LRB 0,6 0,4 0,6 0,9 1,6 6,7

LRBCB 0,6 0,5 0,6 1,1 2,0 4,4

-0,2

LR 7,1 8,1 11,8 17,8 33,2 80,0

LRBC 1,9 2,1 2,7 3,6 5,1 2,5

LRRA 1,9 2,2 3,6 6,4 15,9 59,2

LRCL 2,1 2,5 4,0 7,1 17,4 61,6

LRHR 3,8 4,5 6,9 11,0 23,9 70,8

LRB 0,8 0,8 1,2 1,5 2,8 6,3

LRBCB 0,9 1,0 1,5 1,8 3,3 4,2

-0,4

LR 9,6 11,3 14,2 19,3 33,0 79,0

LRBC 3,7 4,2 5,1 5,5 5,6 1,9

LRRA 2,8 3,5 5,0 7,7 16,0 57,7

LRCL 3,2 3,9 5,7 8,4 17,3 60,0

LRHR 5,5 6,6 9,0 12,3 24,1 69,2

LRB 1,3 1,5 1,7 2,3 2,8 6,1

LRBCB 1,4 1,6 1,9 2,5 3,3 4,1

-0,6

LR 11,7 11,4 14,1 19,7 33,0 78,0

LRBC 5,5 5,1 5,4 5,8 5,1 1,7

LRRA 3,9 3,9 5,0 7,9 16,1 56,9

LRCL 4,4 4,3 5,7 8,8 17,5 59,0

LRHR 7,0 7,0 9,1 13,2 23,9 67,9

LRB 2,0 2,0 2,0 2,3 2,8 6,3

LRBCB 2,2 2,1 2,1 2,5 3,2 4,2
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-0,8

LR 10,6 11,1 14,6 19,4 32,7 78,0

LRBC 5,2 5,1 6,2 5,9 5,2 1,5

LRRA 3,4 3,6 5,5 7,6 15,6 56,5

LRCL 3,9 4,0 6,2 8,5 17,0 58,8

LRHR 6,6 6,6 9,3 12,7 23,5 68,7

LRB 1,9 1,6 2,1 2,3 2,8 6,3

LRBCB 2,0 1,8 2,2 2,5 3,2 4,0

-0,9

LR 10,8 12,1 13,7 19,7 32,3 78,2

LRBC 5,5 6,0 5,4 5,8 5,3 1,6

LRRA 3,5 4,2 4,7 7,5 15,5 56,7

LRCL 4,0 4,7 5,4 8,4 16,7 59,0

LRHR 6,5 7,5 8,4 12,6 23,3 68,7

LRB 1,9 1,9 1,9 2,6 3,4 6,3

LRBCB 2,0 2,0 2,0 2,8 3,7 4,2

Uzyskane wyniki pozwalaj  rozró ni  dwie grupy ma opróbkowych testów rz du 
kointegracji. Do pierwszej z nich zaliczy  nale y testy oparte na statystykach: LR, 
LRRA, LRCL i LRHR. Wspóln  cech  jest to, i  rozmiar tych testów d y do jedno ci, 
wraz ze wzrostem  do jedno ci, gdzie proces generuj cy szereg staje si  zintegro-
wany w stopniu drugim. Po drugie, testy z tej grupy s  stosunkowo ma o wra liwe 
na szybko  mechanizmu korekty b dem, co wynika z faktu, i  zmiana parametru 

 powoduje jedynie zmian  cz ci rzeczywistej pierwiastka charakterystycznego 5, 
podczas gdy jego modu  pozostaje bez zmian. Z kolei, rozmiar empiryczny pozosta-
ych testów zale y zarówno od si y efektów krótkookresowych, jak i od szybko ci 

mechanizmu korekty b dem, bowiem statystyki tych testów zale  od parametrów 
procesu generuj cego szereg. Wraz ze wzrostem  do jedno ci, rozmiar empiryczny 
testu LRBC jest nadmiernie skorygowany. Podobny wniosek dotyczy testu LRBCB dla 
krótkiej próby.

Nale y zauwa y , i  zniekszta cenie ka dego z rozwa anych testów jest znaczne 
dla krótkich prób, licz cych mniej ni  100 obserwacji, gdy warto ci parametru korekty 
b dem s  niskie (     –0,2), szczególnie gdy efekty krótkookresowe s  relatywnie 
s abe. Z kolei dla pozosta ych obszarów w rozwa anej przestrzeni parametrycznej, 
zwykle najlepsze w a ciwo ci posiada test LRBC. Jedynie gdy proces generuj cy sze-
reg jest bliski procesowi zintegrowanemu w stopniu drugim, wówczas test LRBCB  
posiada najlepsze w a ciwo ci. Test LRB posiada przewa nie gorsze w a ciwo ci, ni  
test LRBCB. Zniekszta cenie rozmiaru pozosta ych testów jest najcz ciej znaczne dla 
krótkich prób, cho  dla umiarkowanych d ugo ci prób licz cych oko o 100 obserwa-

Tabela 2.
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cji mo na wskaza  takie obszary w przestrzeni parametrycznej, dla których rozmiar 
empiryczny tych testów jest zbli ony do nominalnego.

Wyniki przedstawione w tabelach 1. i 2. pozwalaj  stwierdzi , i  brak w a ciwej 
kontroli rozmiaru empirycznego testu rz du kointegracji opartego na regule ilorazu 
wiarygodno ci mo e nazbyt cz sto prowadzi  do wskazania na b dn  hipotez  alter-
natywn . Spo ród metod ma opróbkowego wnioskowania o rz dzie kointegracji, test 
ilorazu wiarygodno ci z poprawk  Bartletta posiada zwykle najmniejsze zniekszta -
cenie rozmiaru testu, które ponadto, w porównaniu do pozosta ych testów, relatywnie 
cz sto mie ci si  w przedziale ufno ci. Z drugiej strony, w przypadku gdy szybko  
mechanizmu korekty b dem i si a efektów krótkookresowych s  niskie (     –0,2, 
  <  0,5), wówczas wnioskowanie mo e by  przeprowadzone w oparciu o test LRHR  

i komplementarnie na podstawie testu LR.
Nale y zauwa y , i  zastosowanie metody bootstrap dla testu ilorazu wiarygodno-

ci z poprawk  Bartletta nie prowadzi do poprawy w a ciwo ci testu, w przeciwie -
stwie do wyników zastosowania poprawki Bartletta dla standardowego testu ilorazu 
wiarygodno ci. Niemniej, testy LRBCB i LRB mog  by  stosowane komplementarnie, 
szczególnie gdy proces generuj cy szereg jest bliski procesowi zintegrowanemu 
w stopniu drugim.

Porównanie mocy przeprowadzone zosta o dla analogicznego system pi ciu 
zmiennych stochastycznych zintegrowanych w stopniu pierwszym, w którym wyst -
puj  trzy wspólne trendy stochastyczne dla (prawdziwej) hipotezy alternatywnej. DGP 
zosta  okre lony nast puj co:

 T T
1 1 1 1 1 1 1

DGP DGP DGP DGP
t t t t ty y B , (9)

gdzie B1 i A1 s  macierzami parametrów o wymiarach P  (R  –  r) i pe nego rz du,  
1 oznacza (R  –  r) -elementowy wektor parametrów.

Nale y zauwa y , i  moc testów LR, LRRA, LRCL, LRHR jest identyczna, cho  
relatywne prawdopodobie stwa odrzucenia hipotezy zerowej b d  ró ne, z uwagi 
na ró nice w rozmiarze empirycznym testów. Z kolei moc testów bootstrapowych 
jest zbli ona do mocy standardowego, asymptotycznego testu, gdy liczba replikacji 
bootstrapowych jest wystarczaj co du a, a ewentualna ró nica mocy tych testów 
wynika  mo e wy cznie ze sposobu wyznaczania dok adnej warto ci krytycznej (por. 
Davidson i MacKinnon, 2000). Dlatego te , porównanie mocy testów przeprowadzone 
zosta o dla standardowego testu LR oraz testu LR z poprawk  Bartletta. 

Przyj to, i  rz d kointegracji wynosi R  =  r  +  1, czyli jest wi kszy o jeden w sto-
sunku do za o onego w hipotezie zerowej, a macierze: B1, A1 i 1,Pd okre lone s  jako: 
B1  =  [0   1   0   –1   0]T, A1  =  [0      0   0   0]T, 1,Pd  =  0  =  [1]. Dla ka dej replikacji 
eksperymentu Monte Carlo pierwsze sto obserwacji jest odrzucanych. Kwantyle roz-
k adów ma opróbkowych dla prawdziwej hipotezy zerowej generowano za pomoc  
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DGP (8), którego parametry przyj to analogicznie do tych w analizie rozmiaru empi-
rycznego. Jako kwantyle rozk adów asymptotycznych przyj to warto ci wyznaczone 
przez Johansena (1996, tabela 15.2, strona 215). Za o ono rozmiar nominalny testu 
równy 5%. Nale y zauwa y , i  korekta rozmiaru testu przeprowadzona zosta a dla 
tych samych warto ci parametrów  i , jak te przyj te dla hipotezy alternatywnej. 
Zatem szybko  mechanizmu korekty b dem jest taka sama dla zidenty  kowanych 
relacji kointegruj cych, jak i tych pozostaj cych do zidenty  kowania. Rozwa ano 
d ugo ci prób równe T  =  50 oraz T  =  100.

Tabela 3.
Moc testu (w %) dla rozmiaru równego 5%, P  =  5, r  =  1, R  =  2, T  =  50, DGP (9)

  \  0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9

-0,1
LR 6,3 6,5 6,4 6,8 7,4 14,8

LRBC 5,8 6,2 6,4 6,8 8,5 16,1

-0,2
LR 8,3 8,2 8,8 9,7 10,7 30,2

LRBC 8,1 8,2 9,2 11,4 14,5 27,3

-0,4
LR 12,8 13,8 15,9 18,7 28,9 67,0

LRBC 14,7 15,5 19,0 21,8 34,9 55,4

-0,6
LR 19,0 21,4 24,5 34,2 55,6 88,4

LRBC 21,7 24,3 28,5 39,1 62,0 74,6

-0,8
LR 26,4 28,5 35,9 51,6 78,2 95,7

LRBC 29,6 31,9 40,8 58,7 83,5 84,0

-0,9
LR 29,3 32,2 41,9 60,3 85,4 97,6

LRBC 32,6 36,9 47,3 66,7 88,8 87,0

Tabela 4.
Moc testu (w %) dla rozmiaru równego 5%, P  =  5, r  =  1, R  =  2, T  =  100, DGP (9)

  \  0 0,1 0,3 0,5 0,7 0,9

-0,1
LR 9,4 10,4 12,2 14,7 20,1 58,2

LRBC 8,9 10,2 12,2 15,4 21,8 58,6

-0,2
LR 20,0 23,0 27,9 36,0 59,5 96,2

LRBC 20,1 23,1 29,0 38,3 62,0 94,9

-0,4
LR 54,0 59,9 70,8 85,9 98,5 99,9

LRBC 54,9 61,3 72,1 86,8 98,8 99,8
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-0,6
LR 83,5 87,5 94,0 99,0 99,9 99,9

LRBC 84,1 88,2 94,5 99,1 99,9 99,9

-0,8
LR 95,2 97,0 99,3 99,9 99,9 99,9

LRBC 95,5 97,3 99,4 99,9 99,9 99,9

-0,9
LR 97,6 98,8 99,8 99,9 99,9 99,9

LRBC 98,0 99,0 99,8 99,9 99,9 99,9

Wyniki przedstawione w tabelach 3. i 4. wskazuj , i  moc testu ilorazu wiarygod-
no ci z poprawk  Bartletta jest cz sto istotnie wi ksza w krótkich próbach, licz cych 
oko o 50 obserwacji, ni  moc standardowego testu bez tej poprawki, za wyj tkiem 
sytuacji gdy parametr  jest bliski jedno ci. Jednak zwi kszenie d ugo ci próby do 
umiarkowanej, licz cej oko o 100 obserwacji, implikuje zmniejszenie tej ró nicy tak, 
i  staje si  ona zwykle nieistotna statystycznie.

aden z rozwa anych testów nie posiada satysfakcjonuj cej mocy w krótkich pró-
bach, za wyj tkiem niewielkiego obszaru w przestrzeni parametrycznej, dla którego 
zarówno szybko  mechanizmu korekty b dem, jak i si a efektów krótkookresowych 
s  du e (     –0,8, i     0,7). Zwi kszenie d ugo ci próby do umiarkowanej pozwala 
wskaza  znaczny obszar w przestrzeni parametrycznej, dla którego moc obydwu 
testów jest wystarczaj ca. Test z poprawk  Bartletta, jak i bez poprawki, jest stosun-
kowo mocny ju  dla warto ci parametru , wynosz cych oko o –0,5, a im wy sza jest 
warto  parametru , tym mocniejszy jest test. Na przyk ad, dla (   =  –0,4, i   =  0,5) 
moc testów LRBC i LR wynosi, odpowiednio, 87% i 86%, a zwi kszenie modu u 
jednego z tych parametrów powoduje szybki wzrost mocy testu. 

Nale y podkre li , i  w krótkich próbach, licz cych oko o 50 obserwacji, wia-
rygodne wnioskowanie o liczbie nieznanych wektorów kointegruj cych za pomoc  
rozwa anych testów jest zwykle niemo liwe. Z drugiej strony, w umiarkowanych 
próbach, licz cych oko o 100 obserwacji, wnioskowanie o rz dzie kointegracji dla 
procesu VEC umiarkowanego wymiaru za pomoc  testu LRBC jest zwykle poprawne, 
po pierwsze, gdy szybko  mechanizmu korekty b dem jest du a, a po drugie, gdy 
zarówno si a mechanizmów korekty b dem, jak i si a efektów krótkookresowych 
s  przynajmniej umiarkowane. Zniekszta cenie rozmiaru testu jest wówczas niewiel-
kie, a moc testu jest stosunkowo bliska jedno ci. Komplementarnie, wnioskowanie 
mo na w takim przypadku oprze  na testach LRB i LRBCB, cho  charakteryzuj  
si  one zwykle wi kszym zniekszta ceniem rozmiaru ni  test LRBC, a ponadto s  
metodami intensywnymi numerycznie. Pozosta e testy LR, LRRA, LRCL i LRHR mog  
wskazywa  w takim przypadku zawy on  liczb  relacji d ugookresowych w syste-
mie.

Tabela 4



W a ciwo ci wybranych metod ma opróbkowego wnioskowania o rz dzie kointegracji 177

W przypadku gdy szybko  mechanizmu korekty b dem jest ma a (     –0,2), 
wówczas wnioskowanie o rz dzie kointegracji prowadzi zwykle do b dnych wskaza  
testu, nawet dla prób o umiarkowanej liczbie obserwacji. W takim przypadku, testy 
LRBC, LRB i LRBCB s  konserwatywne, a wskazania pozosta ych testów prowadz  
najcz ciej albo do zani enia rz du kointegracji, gdy si a efektów krótkookresowych 
jest ma a, albo do zawy enia rz du kointegracji, gdy si a efektów krótkookresowych 
jest du a. Zatem, gdy w systemie wyst puj  relacje kointegruj ce, dla których szyb-
ko  dostosowa  zmiennych do trajektorii d ugookresowych jest wolna, wówczas ich 
poprawna identy  kacja wymaga szeregu czasowego o znacznej liczbie obserwacji, 
pomimo zastosowania metod wnioskowania ma opróbkowego.

Nale y zauwa y , i  ma opróbkowe w a ciwo ci testów LR, LRRA, LRCL i LRHR 
zale  znacznie od parametrów procesu generuj cego dane. Dlatego te  testy te nie 
stanowi  uniwersalnych metod wnioskowania o rz dzie kointegracji w ma olicznych 
próbach, cho  dla okre lonych obszarów w przestrzeni parametrycznej mog  stanowi  
uzupe nienie wnioskowania w oparciu o test LRBC lub LRBCB, czy te  LRB.

Badanie wp ywu korelacji sk adników losowych komponentu stacjonarnego 
i niestacjonarnego na rozmiar empiryczny testów przeprowadzono za pomoc  formy 
kanonicznej modelu VEC:

 

DGP DGP DGP DGP DGP DGP DGP
t t t t t t t t ty y y y y y y , (10)

gdzie pierwiastki charakterystyczne wielomianu autoregresyjnego dla 1
DGP
ty   s  wi ksze 

od jedno ci, DGP
t t PN , a pierwsze sto obserwacji 

jest odrzucanych. Wygenerowanie szeregu realizacji sk adnika losowego o zadanej 

macierzy wariancji-kowariancji wymaga policzenia macierzy , do 

czego wykorzystano dekompozycj  spektraln  macierzy.
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Tabela 5.
Rozmiar empiryczny (w %) testów ma opróbkowych, P  =  5, R  =  1, T  =  50, DGP (10)

1 2
  \  ( 1  ;  2) (0,8;  -0,1) (0,9;  -0,1) (1,0;  -0,1)

T

LR 6,9 5,8 5,1

LRBC 0,7 0,4 0,3

LRRA 0,2 0,1 0,1

LRCL 0,4 0,2 0,2

LRHR 1,7 1,4 1,2

LRB 0,3 0,1 0,1

LRBCB 0,3 0,1 0,1

T

LR 9,4 7,8 7,1

LRBC 1,1 0,6 0,5

LRRA 0,3 0,2 0,2

LRCL 0,7 0,4 0,2

LRHR 2,9 2,0 1,8

LRB 0,3 0,2 0,1

LRBCB 0,4 0,3 0,2

T

LR 24,3 25,0 20,9

LRBC 3,0 2,3 1,5

LRRA 2,2 2,3 1,4

LRCL 2,9 3,1 2,1

LRHR 9,5 9,9 7,5

LRB 1,5 1,4 0,8

LRBCB 1,9 1,5 0,9

Wyniki eksperymentów Monte Carlo przedstawiono w tabelach 5. i 6., ze wzgl du 
na kowariancj  komponentu stacjonarnego z komponentem niestacjonarnym (macierz 

1 2
, wyniki w wierszach) oraz warto ci parametrów wielomianu autoregresyjnego 

komponentu stacjonarnego (macierze: 1 i 2, wyniki w kolumnach), przy czym 
najmniejszy modu  pierwiastka charakterystycznego wielomianu autoregresyjnego, 
odpowiadaj cego komponentowi stacjonarnemu, dany jest odpowiednio jako: 1,56, 
1,30 i 1,13. Wyniki wskazuj , i  rozmiar empiryczny testów maleje wraz ze zbli a-
niem si  pierwiastka charakterystycznego do ko a jednostkowego. Wniosek ten jest 
spójny z wynikami zawartymi w tabelach 1. i 2. Z kolei, wzrost korelacji sk adników 
losowych komponentu stacjonarnego i niestacjonarnego implikuje wzrost rozmiaru 
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empirycznego testów, przy czym w przypadku testów: LRBC, LRB i LRBCB rozmiar 
empiryczny testu d y do rozmiaru nominalnego, w przeciwie stwie do testów: 
LR, LRRA, LRCL i LRHR. Nale y podkre li , i  zniekszta cenie rozmiaru testu LRBC  
w krótkich próbach jest niewielkie, gdy korelacja sk adników losowych komponentu 
stacjonarnego i niestacjonarnego jest znaczna. Z drugiej strony, w przypadku nie-
wielkiej korelacji sk adników losowych tych komponentów procesu, standardowy test 
ilorazu wiarygodno ci posiada relatywnie najmniejsze zniekszta cenie rozmiaru testu 
wtedy, gdy pierwiastki charakterystyczne wielomianu autoregresyjnego komponentu 
stacjonarnego znajduj  si  blisko ko a jednostkowego.

Tabela 6.
Rozmiar empiryczny (w %) testów ma opróbkowych, P  =  5, R  =  1, T  =  100, DGP (10)

1 2
  \  ( 1  ;  2) (0,8;  -0,1) (0,9;  -0,1) (1,0;  -0,1)

T

LR 5,2 3,7 1,7

LRBC 1,9 1,0 0,3

LRRA 1,2 0,8 0,3

LRCL 1,5 0,8 0,3

LRHR 2,7 1,8 0,7

LRB 0,6 0,4 0,1

LRBCB 0,7 0,5 0,1

T

LR 7,0 5,7 2,9

LRBC 2,4 1,4 0,6

LRRA 1,8 1,3 0,5

LRCL 2,1 1,5 0,6

LRHR 3,7 2,9 1,3

LRB 0,8 0,7 0,3

LRBCB 0,9 0,7 0,3

T

LR 14,4 14,7 15,4

LRBC 5,3 3,9 2,5

LRRA 5,2 5,1 5,2

LRCL 5,8 5,8 5,8

LRHR 8,9 9,0 9,5

LRB 2,1 2,0 2,0

LRBCB 2,3 2,2 2,0
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Porównanie mocy przeprowadzone zosta o za pomoc  formy kanonicznej modelu 
VECM, danej wzorem (10), dla przypadku gdy R  =  1. Kwantyle rozk adów ma oprób-
kowych dla RH  generowane s  wówczas za pomoc  wielowymiarowego 
procesu cie ki losowej:

 1
DGP DGP
t t ty y , (11)

gdzie DGP  oraz t PN , a pierwsze sto obserwacji jest odrzucanych.

Tabela 7.
Moc testu (w %), P  =  5, r  =  0, R  =  1, T  =  50, DGP (11) i (10)

1 2
  \  ( 1  ;  2) (0,8;  -0,1) (0,9;  -0,1) (1,0;  -0,1)

[0   0   0   0]
LR 5,6 4,7 4,4

LRBC 5,8 5,0 4,4

[0,1   0,2   0,3   0,4]
LR 8,4 6,6 5,3

LRBC 8,6 6,7 5,3

[0,3   0,4   0,5   0,6]
LR 41,5 32,4 19,7

LRBC 36,2 28,0 17,3

Tabela 8.
Moc testu (w %), P  =  5, r  =  0, R  =  1, T  =  100, DGP (11) i (10)

1 2
  \  ( 1  ;  2) (0,8;  -0,1) (0,9;  -0,1) (1,0;  -0,1)

[0   0   0   0]
LR 14,8 8,1 4,6

LRBC 15,0 8,3 4,6

[0,1   0,2   0,3   0,4]
LR 26,4 14,2 6,6

LRBC 26,6 14,2 6,6

[0,3   0,4   0,5   0,6]
LR 97,0 87,3 54,4

LRBC 96,4 86,0 52,9

Wyniki zawarte w tabelach 7. i 8. wskazuj , i  moc testów maleje wraz ze zbli-
aniem si  najmniejszego pierwiastka charakterystycznego wielomianu autoregresyj-

nego, odpowiadaj cego komponentowi stacjonarnemu, do ko a jednostkowego. Z kolei 
wzrost korelacji sk adników losowych komponentu stacjonarnego i niestacjonarnego 
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powoduje, i  moc testów znacz co ro nie, przy czym test ilorazu wiarygodno ci 
z poprawk  Bartletta cechuje si  w ma olicznych próbach nieznacznie ni sz  moc  
dla wysokiej korelacji sk adników losowych komponentów, ni  pozosta e testy.

Przeprowadzono równie  analiz  mocy testów dla bliskich hipotez alternatywnych 
przyjmuj c nast puj cy proces generowania danych:

 
T T

1 1 1 1 1 1 1
DGP DGP DGP DGP
t t t t tTy y B , (12)

gdzie     0, a pozosta e parametry pozostaj  bez zmian. Dla   =  1 proces (12) zawiera 
sk adniki korekty b dem, które s  prawie zintegrowane w sensie Phillipsa (1988). 
Z kolei dla   =  0 proces (12) upraszcza si  do (9). Przyj to nast puj ce warto ci 
dla parametrów DGP: P  =  5, R  =  2, r  =  1,    =  –0,8,   =  0,5. Wyniki eksperymentów 
Monte Carlo dla T  =  50 przedstawiono na rysunku 1.

LR
LRBC

 

BCLR  

––––– 
–––––  

 

 

 

 

 

Rysunek 1.
Moc testu dla rozmiaru równego 5%, P  =  5, r  =  1, R  =  2,   =  –0,8,   =  0,5, T  =  50, DGP (12)

Wyniki dla kolejnych warto ci parametru  wskazuj , po pierwsze, jaka jest moc 
testów dla bliskiej hipotezy alternatywnej w ma olicznych próbach, a po drugie, jak 
zmienia si  moc testów wraz ze zbli aniem si  hipotezy alternatywnej do zerowej, 
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gdy     . Warto ci mocy testów dla   =  1 przedstawione na rysunku 1. wskazuj , 
i  moc analizowanych testów dla bliskiej hipotezy alternatywnej jest zbli ona do roz-
miaru nominalnego testu w krótkich próbach. Ponadto, spadek mocy spowodowany 
zbli aniem hipotezy alternatywnej do zerowej jest stosunkowo szybki, bowiem dla 
  =  0,3 moc testu jest bliska rozmiarowi testu.

Nale y zatem zauwa y , i  gdy si a mechanizmów korekty b dem jest bardzo 
ma a i próba jest ma oliczna, wówczas identy  kacja w a ciwej liczby relacji kointe-
gruj cych w systemie za pomoc  statystyk opartych na regule ilorazu wiarygodno ci 
jest zasadniczo niemo liwa, poniewa  moc testu jest zbli ona do rozmiaru testu. 
W szczególno ci, test ilorazu wiarygodno ci z poprawk  Bartletta wskazywa  b dzie 
zwykle rz d kointegracji ni szy od prawdziwego.

5. PODSUMOWANIE

Stwierdzono, i  test ilorazu wiarygodno ci z poprawk  Bartletta posiada zwykle 
najmniejsze zniekszta cenie rozmiaru testu, które ponadto cz sto nie ró ni si  istot-
nie statystycznie od zera, gdy d ugo  próby jest umiarkowana oraz warto ci para-
metrów korekty b dem s  co najmniej umiarkowane (   <  –0,2). Wskazano jednak, 
i  gdy warto ci parametru korekty b dem s  niskie (     –0,2) i jednocze nie efekty 
krótkookresowe s  relatywnie s abe (   <  0,5), wówczas test ilorazu wiarygodno ci 
z poprawk  Bartletta charakteryzuje si  znacznym zniekszta ceniem rozmiaru testu 
w kierunku zera, a wnioskowanie statystyczne za pomoc  standardowego testu 
ilorazu wiarygodno ci i testu z poprawk  Hansena i Rahbeka jest w tym przy-
padku bardziej wiarygodne z uwagi na za o ony rozmiar testu. Pokazano ponadto, 
i  zniekszta cenie rozmiaru testów z prost  poprawk , która zale y wy cznie od 
liczby obserwacji i stopnia opó nie  procesu, jest niewielkie, gdy d ugo  próby 
jest przynajmniej umiarkowana, parametry mechanizmów korekty b dem s  co 
najmniej umiarkowane (   <  –0,2) i si a efektów krótkookresowych jest stosunkowo 
niewielka (   <  0,5).

Test ilorazu wiarygodno ci z poprawk  Bartletta charakteryzuje si  zwykle wi k-
sz  moc  w krótkich próbach, ni  standardowy test bez poprawki. Jednak e, aden 
z rozwa anych testów nie posiada satysfakcjonuj cej mocy w krótkich próbach, 
licz cych ok. 50 obserwacji. Z kolei dla umiarkowanie licznych prób – ok. 100 obser-
wacji, moc testów rz du kointegracji, opartych na regule ilorazu wiarygodno ci, jest 
satysfakcjonuj ca, gdy szybko  mechanizmu korekty b dem jest du a (     –0,6), 
lub gdy si a mechanizmów korekty b dem oraz si a efektów krótkookresowych s  
przynajmniej umiarkowane (   <  –0,2,   >  0,5). 

Pokazano, i  wzrost korelacji sk adników losowych komponentu stacjonarnego 
i niestacjonarnego, dekomponowanych zgodnie z form  kanoniczn , powoduje zna-
cz cy wzrost mocy rozwa anych testów oraz wzrost rozmiaru empirycznego testów, 
przy czym w przypadku testu z poprawk  Bartletta oraz testu boostrapowego rozmiar 
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empiryczny testu d y do rozmiaru nominalnego, w przeciwie stwie do pozosta ych 
testów.

Stwierdzono, i  moc zarówno testu standardowego, jak i testu z poprawk  jest 
bliska rozmiarowi nominalnemu testu dla przypadku bliskiej hipotezy alternatywnej. 
Wyniki eksperymentów Monte Carlo dla ci gu hipotez alternatywnych, od standar-
dowej do bliskiej, wskazuj  przy tym, i  wraz ze zbli aniem si  do bliskiej hipotezy 
alternatywnej moc testów bardzo szybko d y do rozmiaru nominalnego.
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W A CIWO CI WYBRANYCH METOD MA OPRÓBKOWEGO WNIOSKOWANIA 
O RZ DZIE KOINTEGRACJI

S t r e s z c z e n i e

W artykule przedstawiono wyniki porównania w a ciwo ci ma opróbkowych testów rz du koin-
tegracji. Przeprowadzone eksperymenty Monte Carlo dla ró nych procesów generuj cych dane i ró -
nych obszarów w przestrzeni parametrycznej wskazuj , i  (i) test ilorazu wiarygodno ci z poprawk  
Bartletta posiada zwykle najlepsze w asno ci, (ii) zastosowanie metody bootstrap dla testu z poprawk  
Bartletta nie prowadzi do poprawy w asno ci testu, (iii) test asymptotyczny oraz testy z poprawkami na 
liczb  stopni swobody cechuj  si  zwykle znacznym zniekszta ceniem rozmiaru testu, (iv) zastosowanie 
poprawki Bartletta prowadzi do nieznacznej poprawy mocy testu, (v) korelacja sk adników losowych 
komponentu stacjonarnego i niestacjonarnego formy kanonicznej powoduje znacz cy wzrost mocy 
rozwa anych testów oraz wzrost rozmiaru empirycznego testów, przy czym jedynie w przypadku testu 
z poprawk  Bartletta oraz testu boostrapowego rozmiar empiryczny testu d y do rozmiaru nominalnego.

S owa kluczowe: wnioskowanie ma opróbkowe, rz d kointegracji, forma kanoniczna, bliskie hipo-
tezy alternatywne

SMALL SAMPLE INFERENCE ON COINTEGRATION RANK

A b s t r a c t

In the paper, properties of small sample cointegration rank tests are compared. The Monte Carlo 
experiments conducted for different data generating processes and areas in the parametric space indicate 
that (i) the likelihood ratio test with Bartlett correction usually have the best properties, (ii) bootstrapping 
the Bartlett corrected test does not lead to improvement of test properties, (iii) size of asymptotic test and 
tests with degrees-of-freedom correction is usually heavily distorted, (iv) the Bartlett correction can lead 
to a small improvement of power, (v) correlation of error terms between stationary and non-stationary 
component of canonical form lead to a signi  cant increase of power and size of test, but only size of 
Bartlett corrected test and bootstrapped test converge to nominal size.

Keywords: small sample inference, cointegration rank, canonical form, local alternatives




