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KATARZYNA FILIPOWICZ!, ROBERT SYREK?, TOMASZ TOKARSKI?

SCIEZKI WZROSTU W MODELU SOLOWA
PRZY ALTERNATYWNYCH TRAJEKTORIACH LICZBY PRACUJACYCH*

1. WPROWADZENIE

W neoklasycznym modelu wzrostu Solowa (1956) (podobnie jak w jego rozszerze-
niach prezentowanych w pracach Mankiwa i inni, 1992, czy Nonnemana, Vanhoudta,
1996, por. tez np. Tokarski, 2011), przyjmuje si¢ m.in. zatozenie, ze liczba pracujacych
w gospodarce rosnie wedlug pewnej statej stopy wzrostu (stanowiagc staty odsetek
rosnacej wyktadniczo liczby ludnos$ci). Opierajac si¢ na tym zatozeniu pokazuje sie,
ze w warunkach dtugookresowej rownowagi gospodarki techniczne uzbrojenie pracy
oraz wydajnos¢ pracy sa tym wyzsze, im nizsza jest stopa wzrostu liczby pracujacych.

Guerrini (2006) (por. tez Zawadzki, 2007 lub Bucci, Guerrini, 2009) wykazat, ze
jesli w modelu Solowa przyjmie si¢ zalozenie, ze stopa wzrostu liczby pracujacych’
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L(t)/L(z): /1(t) charakteryzuje si¢ tym, ze dla dowolnego nieujemnego momentu ¢
0< i(t) <X oraz lim ﬂ,(t) =4, € [O,A*J, to rownanie rézniczkowe:
t—>+00

k(e)=sf (k(e)) - (5 + 2()k()

opisujace proces akumulacji technicznego uzbrojenia pracy posiada asymptotycznie
stabilny, nietrywialny punkt stacjonarny.

Ponadto w pracach Ferrary, Guerriniego (2009) oraz Guerriniego (2010a) roz-
waza si¢ model wzrostu typu Ramseya z logistyczna Sciezkg wzrostu liczby ludnosci.
Wykazuje si¢ tam, ze analizowany model ma dokladnie jeden nietrywialny punkt
stacjonarny (por. tez Guerrini, 2010b). Podobne analizy prowadzone byly réwniez
na gruncie modeli typu AK (Bucci, Guerrini, 2009) oraz Mankiwa-Romera-Weila
(Guerrini, 2010c). Natomiast oddzialywanie op6znionej dynamiki liczby ludnos$ci (przy
logistycznej trajektorii tej zmiennej) na dlugookresowa rownowage modelu wzrostu
Solowa znalez¢ mozna m.in. w pracy Bianci, Guerriniego (2014).

W prezentowanych w pracy rozwazaniach zatozenie dotyczace stopy wzrostu liczby
pracujacych w modelu Solowa sg rowniez modyfikowane. Autorzy przyjmuja, ze liczba
pracujacych rosnie do pewnej asymptoty po krzywej logistycznej (co jest szczeg6l-
nym przypadkiem stopy wzrostu liczby pracujacych z pracy Guerriniego, 2006) lub,
ze liczba ta poczatkowo ro$nie, nastepnie za§ maleje asymptotycznie do 0. Punktem
odniesienia jest model Solowa z rosnacg wyktadniczo liczba pracujacych.

Zatozenie o dazacej do pewnej asymptoty logistycznej Sciezce wzrostu liczby
pracujacych wynika stad, ze w wielu $rednio i wysoko rozwinietych gospodarkach
liczba ludno$ci rosnie coraz wolniej. Jesli zas zatozy si¢ malejacy wskaznik aktyw-
nosci ekonomicznej ludnosci (rozumiany jako iloraz liczby pracujacych i liczby lud-
nos$ci), wynikajacy chociazby z rosngcego odsetka oséb w wieku poprodukcyjnym na
skutek starzenia si¢ spoteczenstw, to moze si¢ okazaé, ze liczba pracujacych rosnaé
bedzie jedynie do pewnej asymptoty. Z drugiej strony, spadajaca liczba ludnosci oraz
zmniejszajgcy si¢ wskaznik aktywno$ci ekonomicznej moze prowadzi¢ do tego, ze
liczba pracujacych od pewnego momentu moze rowniez male¢ (w szczegdlnym przy-
padku do 0).

Struktura prezentowanego opracowania przedstawia si¢ nastepujaco. W punk-
cie 2 scharakteryzowano wspomniane uprzednio Sciezki wzrostu liczby pracujacych.
Punkt 3 zawiera analityczne rozwigzania modelu Solowa, przy alternatywnych zatoze-
niach dotyczacych trajektorii liczby pracujacych. W punkcie 4 skalibrowano parame-
try modelu oraz przedstawiono symulacje numeryczne $ciezek wzrostu technicznego
uzbrojenia pracy i wydajnosci pracy towarzyszgce wybranym poziomom stop inwesty-
cji. Opracowanie konczy punkt 5, w ktorym znajduje si¢ podsumowanie prowadzonych
W nim rozwazan oraz wazniejsze wnioski.
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2. ZALOZENIA O ALTERNATYWNYCH SCIEZKACH
WZROSTU LICZBY PRACUJACYCH

Jak juz wspomniano, w prowadzonych dalej analizach przyjmowane bedg trzy
alternatywne zatozenia dotyczace $ciezek wzrostu liczby pracujacych w modelu
Solowa (1956) z funkcja produkcji Cobba-Douglasa (1928). Przyjmowac si¢ bedzie
mianowicie, ze liczba pracujacych okreslona jest przez jedno z trzech nastepujacych
réwnan:

L(f)=e", (1)
gdzie n > 0,
L= ®)
przy n>0,m>21iT>0, lub:
L(t)=e"", 3)

gdzie:

Alr)= 2nt[1 - t),

2T

przy czym n > 0 i T > 0. Interpretacja ekonomiczna parametréw n, m oraz T w rOw-
naniach (1-3) podana zostanie w dalszej cze$ci opracowania®.

Sciezka wzrostu liczby pracujacych (1) nazywana bedzie dalej standardowa $ciezka
wzrostu, gdyz taki ksztalt owej §ciezki wzrostu zaproponowany zostat tak w orygi-
nalnym modelu wzrostu Solowa. Sciezka (2) to logistyczna $ciezka wzrostu, gdyz jej
posta¢ wyznacza funkcja logistyczna (por. np. Pindyck, Rubinfeld, 1991). Natomiast
$ciezka wzrostu liczby pracujacych (3) nazywana bedzie dalej gaussowska $ciezka
wzrostu, bo jej ksztalt zblizony jest do wykresu funkcji gestosci rozktadu normalnego
Gaussa N(u,0).

Z roéwnania (1) wynika, ze w kolejnych momentach ¢ € [0;+oo) liczba pracujacych
ro$nie od 1 do +oo, za$ stopa wzrostu tej zmiennej, czyli L(t)/ L(t), réwna jest n.

Rownanie (2) implikuje natomiast:

L(0)=1 & & =m—1,

co powoduje, ze:

In(m—1)
2n

T= 4)

¢ Parametry w funkcjach (1-3), opisujacych $ciezki wzrostu liczby pracujacych (w alternatywnych
wariantach modelu Solowa) dobrano tak, by spetniony byt warunek L(0) = 1.
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Warunek (4) gwarantuje, ze na §ciezce wzrostu (2) liczba pracujacych w momencie
t = 0 przyjmuje wartos¢ 1.
Ponadto z rownan (2) i (4) wyciagnag¢ mozna nastepujace wnioski:

() lim L(t)=m

t—>+o0
e2n(T—t)

(ll) Vte [O,+CO) L(f)z 2nmm >0.

» 2n(T~1) _
(i) Vre[0;+0) L(t)=4n*me* T 673,
(1+62n(77r))
dla’ t € (0;T) oraz ujemne dla ¢ € (T;+0).
(iv) L(T)=m)/2.

Oznacza to, ze jesli spelnione sg rownania (2) i (4), to liczba pracujacych rosnie
coraz szybciej od 1 do m/2 w przedziale czasu (0;7"), natomiast w przedziale (7;+o0)
liczba ta rosnie coraz wolniej od m/2 do m. A zatem m jest maksymalng liczba pracu-
Jacych na trajektorii (2), za$ 7 — momentem, w ktorym $ciezka ta ma punkt przegigcia.

Oznaczmy teraz przez A(t)=L(¢)/ L(t) stope wzrostu liczby pracujacych w kolej-

co powoduje, ze E(t) jest dodatnie

nych momentach 7 € [0;+oo). Woéwczas, przy dodatnio nachylonej logistycznej Sciezce
wzrostu liczby pracujacych (2), stope wzrostu liczby pracujacych mozna zapisa¢ naste-
pujacym wzorem:

e2n(T—t)
At)=2
) 1+
lub, po uwzglednieniu rownania (4):
—2nt
20)=2n =1 )

1+(m e

Z zaleznosci (5) wynika m.in., Ze: (po pierwsze) w kazdym momencie > 0 A(¢) < 0

2(0)= 2n(m - 1)

(po drugie) , (po trzecie) /1(T )zn oraz (po czwarte) lim /1(t)=0

Oznacza to, ze przy logistycznej Sciezce wzrostu liczby pracujacych (2) w przedziale

2n(m 71)

czasu [0;+o0) stopa wzrostu owej zmiennej spada od ——— przez n w momencie
m
ln(m - 1)
2n

T= do 0 przy ¢t — +o0.

7 T=0 w przypadku, w ktorym m = 2.
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Rozwazajac za$ gaussowska Sciezke wzrostu liczby pracujacych (3) okazuje sie, ze:

(i) L(0)=e " =1.

(i) lim L(z)=0.
t—>+o0

(i) L(t) = A(t)eA(’), azatem: sgn L(t) =sgn [\(t). Co wiecej, poniewaz A(t) = 27{1 - ;),
wiec w przedziale (0;T) L(t)> 0, za$ V1 e (T';+00)L(t) < 0.

(iv) Ponadto: L(T) = e".

.....

ro$nie w przedziale czasu (0;7) od 1 do "7, by nastepnie spadaé¢ do 0. A zatem T jest
momentem, w ktorym liczba pracujacych na gaussowskiej $ciezce wzrostu (3) osigga
swa maksymalng wartosc.

Oznaczmy przez m > 1 maksymalng liczbe¢ pracujacych na $ciezce wzrostu (3).
Woweczas zachodzi rownos¢:

Inm
T=—-: (6)
n

W prowadzonych dalej rozwazaniach analizowali bedziemy $ciezke wzrostu (3) zakta-
dajac, ze zachodzi rownanie (6).

Zauwazmy réwniez, ze na $ciezce wzrostu liczby pracujacych (3) stope wzrostu
owej zmiennej makroekonomicznej mozemy zapisa¢ nastgpujaco:

Alt)= L) _ At)= Zn(l —;j

co wraz z rownaniem (6) daje:

At)=Al)= 2n(1 - ’”) 7)

Inm

Z rownania (7) wynika co nastepuje. Po pierwsze, w momencie ¢ = 0 stopa wzrostu
T Inm

liczby pracujacych A réwna jest 2n. Po drugie, w momencie 3 = ™ stopa ta wynosi 7.
n

Po trzecie, w momencie ¢ = T spada do 0, by nastgpnie male¢ do -co.
Sciezki wzrostu liczby pracujacych opisane przez rdwnania (1-3) przy
m=e~= 27182818 i n = 0,01, zilustrowano na rysunku 1.
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Rysunek 1. Standardowa, logistyczna oraz gaussowska $ciezka wzrostu liczby
pracujacych przy m = e oraz n = 0,01
Zrodto: obliczenia wiasne.

3. ANALITYCZNE ROZWIAZANIA MODELU

Przejdzmy teraz do modelu Solowa z funkcja produkceji Cobba-Douglasa. Zatozenia
tego modelu mozna zapisa¢ przy pomocy trzech nastepujacych rownan:
I. Proces produkcyjny opisuje funkcja produkcji Cobba-Douglasa dana wzorem®:

Y(e)= (K ()" (L)), (8)

gdzie a e (0;1). Y(¢) w funkcji produkeji (8) oznacza wielkos¢ wytworzonego produktu,
K(f) — naktady kapitatu (rzeczowego), zas a jest elastycznoscig produktu wzgledem
naktadow kapitatu rzeczowego.

II. Akumulacj¢ kapitalu opisuje nastepujace rownanie rézniczkowe:

K(t)=sY(t)- K(2), ©)

przy czym s,0 € (0;1). s oznacza stope oszczednosci/inwestycji, o za§ — stope depre-
cjacji kapitatu.
I1I. Sciezke wzrostu liczby pracujacych opisuje rownanie (1), (2) lub (3).
Oznaczmy teraz przez k(t) = K(¢)/L() techniczne uzbrojenie pracy, natomiast przez
w(t) = Y(t)/L(t) — wydajnos¢ pracy. Wowczas z rownan (8-9) wyprowadzi¢ mozna
rownanie Solowa postaci:

8 Oryginalna funkcja produkcji Cobba-Douglasa opisana jest wzorem:

Y = AK“L'™%, gdzie A > 0 oznacza laczng produkcyjnos¢ czynnikéw produkeji. Zaktadamy jednak, ze
Yi K (wyrazone w jednostkach pieni¢znych w pewnych cenach statych) zdeflowane sa tak, ze w momencie
t=0 Y 1K (podobnie jak L) réwne sa 1 i wowczas 4 = 1.
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k(t)=s(k(e))" —0(e)k(2), (10)
gdzie funkcja:
0(t)=6+ Alt)
opisuje $ciezke wzrostu stopy ubytku kapitatu na pracujacego, zas funkcje A(¢) wyni-
kajg z rownan (1), (2) lub (3).
Roéwnanie rozniczkowe (10) jest (matematycznie rzecz biorgc) rownaniem rdznicz-

kowym Bernoulliego. Szukajac nietrywialnej catki owego réwnania rézniczkowego’
mozemy je stronami przemnozy¢ przez k~* > 0, co daje:

(k(0))k(t)= s = O Ne(e)) ™ (11)

Wezmy teraz podstawienie Bernoulliego postaci:

q(t)= (k)] = ﬂ=(k(t))’“1€(t), (12)

l-a

co powoduje, ze nieliniowe rownanie rézniczkowe (11) sprowadzamy do réwnania
liniowego niejednorodnego danego wzorem:

4()=(1-a)s - (1-a)o(t)g ). (13)

Zapiszmy catke ¢(#) rownania (13) jako:

qlt)=e "1 (1), (14)

gdzie g,(¢) jest nieznang catkg uzupetniajacag. Wowczas:
4(1)=~(1-a)ole)e "N g, )+ eI NNG, (). (15)
Wstawiajac podstawienia (14) i (15) do réwnania rézniczkowego (13) uzyskujemy:
d,0)= (1 kel 170,
co powoduje, ze:

q,(t)= (l—a)sj elmalietd gy (16)

 Réwnanie rozniczkowe (10) posiada réwniez rozwigzanie trywialne k(¢) = 0 dla kazdego ¢ € [0;+00).
Jednak rozwigzanie to bedzie dalej pomijane z dwoch przyczyn. Po pierwsze, jest ono sprzeczne z warun-
kiem k(0) = 1. Po drugie, jest niecickawe tak z matematycznego, jak i ekonomicznego punktu widzenia.
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Liczac catki (16) i (14), przy danej funkcji 6(¢), mozna znalez¢ catke k(f) rbwnania
Solowa (10). Calka ta wyznaczala bedzie $Sciezke wzrostu technicznego uzbrojenia
pracy. Stad za$ oraz z faktu, iz z funkcji produkeji (8) wyprowadzi¢ mozna funkcje
wydajno$ci pracy postaci:

y(t)= k() (17)

wynika, ze znajgc $ciezke wzrostu technicznego uzbrojenia pracy k(f) poznamy takze
sciezke wzrostu wydajnosci pracy y(z).

Calek (16) i (14) poszukiwaé bedziemy przy standardowej, logistycznej 1 gaus-
sowskiej $ciezce wzrostu liczby pracujacych.

Przy standardowej $ciezce wzrostu liczby pracujacych (1) nietrywialna catka row-
nania rézniczkowego (10) dana jest wzorem (por. np. Tokarski, 2011, rozdziat 7):

1

s s oy |4
k(t)= +1- mafoenk 18
() (§+n [ 5+nje (1%

Rownanie (18) wyznacza $ciezke wzrostu technicznego uzbrojenia pracy przy Sciezce
wzrostu liczby pracujacych okreslonej przez réwnanie (1). Wstawiajac to roOwnanie
do funkcji wydajnosci pracy (17) dochodzimy do wniosku, iz $ciezke wzrostu owej
zmiennej makroekonomicznej opisuje rownanie:

s s o
t)= +|1- ~(-a)n) . 19
y( ) (5+ n ( o+ nje (19

Sciezki wzrostu (18) i (19) s3 jawnymi funkcjami elementarnymi. Zatem tatwo poka-
za¢, ze przy s > 6 + n (s < 6 + n) w kazdym nieujemnym momencie ¢ pochodne k()

i y(t) sa dodatnie (ujemne), natomiast przy s = + n k(t)= y(¢)=0. Co wigcej, w kaz-
1

dym ze wspomnianych przypadkéw lim k(t)= (—5s ]Ia oraz lim y(t) = (5s jla.
t—>+0 +n 40 +tn

Plyng stad dwa nastepujace wnioski. Po pierwsze, jezeli s > 0 + n (s < 0 + n), to
zaré6wno techniczne uzbrojenie pracy k, jak 1 wydajno$¢ pracy y ros$nie (maleje) od 1
1 a

do ( WH oraz ( Wlia. Po drugie, przy s = 6 + n w kazdym nieujemnym
\o+n) \o0+n)

momencie ¢ owe zmienne makroekonomiczne przyjmuja warto$¢ rowng 1.
Jesli wezmiemy logistyczng $ciezke wzrostu liczby pracujacych (2), to funkcje
6(f) mozna zapisa¢ nastepujaco:

o 2n(m-1)e"
0t)=o+ ™ (20)
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co powoduje, ze jedna z catek powyzszego rownania mozna zapisaé wzorem:

[o(eyir = 501+ (m-1)e™"). Q1)

Wstawiajac rownanie (21) do zwigzku (14) mamy:

q(t)=(WJlaqd(t)- (22)

Natomiast ze zwigzkow (16) i (21) otrzymujemy:

e(l—a)&t
q,\t)=\1-a)s — (23)
d() ( )'[(1+(m_1)eznt)l
Dokonujac podstawienia:
u=e'" = du=e'dt (24)

(1 a)ot

el T

u(l—a)b‘fl u(l—a)b‘ ( (1 — a)5 (1 a)5 -2n )
du = 2F1 _ ’1 —a: 1 C 25
J‘(1+(m—1)uz" )HZ ! (1-a)s 2n . B A

catke I dt mozemy sprowadzi¢ do catki'”

gdzie 2Fl(a,b;c;z) jest funkcja hipergeometryczng Gaussa'!, za§ C € R — stalg catko-
wania. Ze zwiazkow (24-25) mamy:

(1 a)s-1
l)M Zny
""" Funkcja hlpergeometryczna zFl(a,b; c;z) jest nieelementarng funkcja bedaca rozwigzaniem naste-
pujacego réwnania rézniczkowego drugiego rzedu:

d*w dw
z(lfz) P +(cf(a+b+l)z)z = abw(z),

gdzie a, b sa dowolnymi statymi rzeczywistymi, za$ ¢ # 0. Funkcj¢ t¢ mozna zapisa¢ wzorem:

10 Catke I du policzono korzystajac z programu Mathematica.

2E(a,b;c;z)z 1+Zynz",

n=1

[ﬁ(au-lﬂ[ﬁ(bw—l))

J=1 J=1

przy: v, = -
n![H(c+j—l)J

J=1
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(1= (1 B o
J‘ e — dt — e .2F'1[_ (1 a)é‘ ’1 p 2n (1 a)5 ,_(m . 1)6217tj+ C ,
(1+(m-1e ) (1-a)s 2 o

co wraz z zaleznos$cia (23) daje:

qd(t) — Se(l—zz)&,2F{(_ (1 - 0!)5 l—a; 2n— (1 — 0!)5 ;_(m _ l)e—Zntj + C(l _ a)s.
o 2n 2n

Wstawiajac za$ powyzsza catke do réwnania (22) otrzymujemy:

g()= %(1+(m 1) )1""-2141(— (-a)p_,2n-(1-a) ;—(m—l)e'z”’j+

2n 2n

(- a)s(lea |

5t
e

co, po uwzglednieniu podstawienia Bernoulliego (12), daje'?:

2n 2n

k(t)= B (L+(m-1)e™ ) F, (_(1—05)5,1 _a;2n—(1—a)5;_(m_l)ezn,j N

1

+c(1_a)s[1+("1‘WJ N (26)

e ot

a to, wraz z funkcja wydajnosci pracy y(¢)= (k())”, prowadzi do réwnosci:

0= Sl R 2D,

2n 2
o\ ﬁ
+ c(1—a)s[1+(’";tl)€J : 27)

Wrhasciwosci matematyczne owej funkcji scharakteryzowane sa np. w pracach Korn, Korn (1983, s. 269
i dalsze) lub Cattani (2006). Natomiast jej wykorzystanie w modelowaniu procesow wzrostu gospodarczego
na gruncie tzw. modelu Lucasa-Uzawy znajduje si¢ w opracowaniach Boucekkine, Ruiz-Tamarit (2004,
2008) i Zawadzkiego (2015), na gruncie modelu Solowa w pracy Guerriniego (2006) lub na gruncie
modelu Mankiwa, Romera, Weila w opracowaniu Krawca, Szydlowskiego (2002).

12 Stata catkowania C w rownaniach (26) i (27) dobrana bedzie w prezentowanych dalej symulacjach
numerycznych tak, by speliony byl warunek 4(0) = »(0) = 1.
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Zwiazki (26) i (27) wyznaczaja sciezki wzrostu technicznego uzbrojenia pracy i wydaj-
nosci pracy z logistyczna funkcja liczby pracujacych (2). Sciezki te sa funkcjami
nieelementarnymi i z tego wzgledu ich ksztalt analizowany bedzie w czgéci opisujacej
wyniki symulacji numerycznych.

Nalezy jednak zauwazy¢, ze przy t — +o funkcja hipergeometryczna:

zF](— (1—2a)5 I 2n—(1-a)s ;—(m—l)e*”’jﬁzlﬁ(— (1-a)s I 2n—(1—05)5;0j _1,
n 2n 2n 2n

1

1 —>+00

co powoduje, ze — zgodnie z rdéwnaniami (26—27) — zachodzi: k(t) - (Sjl_a oraz
1

y(t) - (%J]a. Wielkosci (gj]a i (%Ta wyznaczaja (odpowiednio) dtugookre-
sowe techniczne uzbrojenie pracy oraz wydajno$¢ pracy w modelu Solowa ze $ciezka

wzrostu liczby pracujacych okreslong przez funkcje¢ logistyczng (2). Poniewaz
1

1 a a
s |- s e s\« s e ) L. ) ..
— > oraz | — > , zatem wielkosci te sg wyzsze, niz
1) o+n o o+n

w analogicznym, oryginalnym modelu Solowa (z funkcja produkcji Cobba-Douglasa).
Przy gaussowskiej Sciezce wzrostu liczby pracujacych (3) $ciezke wzrostu ubytku
kapitatu na pracujacego okresla rownanie:

0(t)=5+Alt)= 5+2n—27nl,
co powoduje, ze jedng z catek JH(t)dt mozna zapisa¢ nast¢pujaco:

[o()ar = [(5+2n)—;tjt. (28)

Stad za$ oraz z rownania (14) ptynie wniosek, iz w rozwazanym tu przypadku zachodzi:

q(t):exp(_(l_a)((mzn)_;t})qd (0). 29)

Natomiast catke g,(f) dang réwnaniem (16), po uwzglednieniu zwigzku (28), mozna
zapisa¢ wzorem:

0,(0)=(1-a)s jexp[[(a v on)- ;tﬂm = (- a)sGl0). (30)

Zapiszmy catke G(f)= J exp“(é‘ + 2n)—;tjt}dt z rownania (30) jako:
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Glr)= [ explar —br* Jir = | exp{— (\/Zt - 235) + ledt,

gdzie:a=0+2n>0orazb=n/T>0, lub:

<;@)::exp(ZZJjexp[_[wﬁn-2ik)j2]av.

Dokonujac podstawienia:

a
Ut+——

h e b du
u(t)= bt 2\/E:n() 7 =dt 7

catke G(f) mozemy zapisa¢ wzorem:

co powoduje, ze:
J;exp[f]
(1) = —— 2 ()
2Jb ’

gdzie erflu) jest funkcjg bledu Gaussa'3, za§ C € R — stalg catkowania, lub:

J;expm

4b a
G(t)= mey(ﬁt—m}c,

co (po uwzglednieniu podstawien a = ¢ + 2n oraz n = T / n) daje:

13 Funkcja ta okreslona jest nastepujagcym wzorem: erf(z - dv. Funkcja blgdu Gaussa

)=
N
charakteryzuje si¢ m.in. nastepujacymi wiasciwosciami (za Opyrchat, 2014 oraz https://www.wolfram

alpha.com/):

() erf(-2) = —erf(2),

(i) erf(0) =0,

(i) lim erf(z)=1,
Z—>+0

derf (z

¥4

~—

(iv) VzeR >0,

2 2
(v) Vz<0 d er];(z) >0 oraz Vz>0 d erj:(z) <0.
dz dz
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2
\/;exp[(§+ 2}1) T]
4n n 0+2n
G(t)= erf| -2 31)
) 2NnlT ( T  24n/T

Wstawiajac za$ caltke (31) do réwnania (30) mamy:

(5+2n)T
(1 - a)s\/; exp(4n - 549
ToT ed{JTt—2$”TJ+C@—ak. (32)

Po wstawieniu rownania (32) do zwiazku (29) dochodzimy do zaleznosci:

Qd(t):

Calsdrexp 62T
(1 )\/7 p( 4n Jerf \/;t— 0+2n +C(1—0!)S
2Nn/T T 24nl/T

exp{(l - a)((cf +2n)- ? tH 7

co, po uwzglednieniu podstawienia Bernoulliego k(t): (q(t))ﬁ i funkcji wydajnosci
pracy (1) = (k(¢))", daje':

q(t)=

1
1-a

v ex (5+2")2TJ
(-a)oim ;{ o [ s o
24n/T T 24nlT
ko) (33)

epr(5 +2n)— % t]t}

e GF20)T
(el p( . Lf o)
24n/T T 24n/T

exp{a((& +2n)— % t]t}

14 Réwniez w rownaniach (33) i (34) statg catkowania C dobrano w symulacjach numerycznych
tak, by zachodzit warunek £(0) = y(0) = 1.

oraz:

B

T
R

()=

(34
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Roéwnania (33) i (34) wyznaczajg Sciezki wzrostu technicznego uzbrojenia pracy
i wydajnosci pracy w modelu Solowa z gaussowska $ciezka wzrostu liczby pracu-
jacych. Poniewaz funkcja bledu Gaussa jest funkcja nieelementarng, zatem rowniez
rownania te opisujg funkcje nieelementarne. Mozna jednak zauwazy¢, ze przy ¢t — +oo

n Oo+2n n .
erf| .| —t—-———=|—1 a ex S+2n)——t |t |—= 0", co powoduje, ze wowczas
f[VT 2«/n/TJ p((( ) r N ’ :

k(£) = +o0 i y(t) = +oo.

4. KALIBRACJA PARAMETROW MODELU I SYMULACJE NUMERYCZNE

Podobnie jak w pracach Filipowicz, Tokarskiego (2015) oraz Filipowicz i inni
(2015) autorzy skalibrowali parametr a na takim poziomie, by przy relacji technicz-
nego uzbrojenia pracy w dwoch gospodarkach réwnej 5 stosunek wydajnosci pracy
wynosit 3. Wowczas przy funkcji wydajnoéci pracy (17) mamy'>:

_In(y/ps) 103 ceret.

In(k,/k,) In5

Ponadto arbitralnie przyjeto, ze 6 = 0,07, n = 0,01 oraz m = e. Woéwczas moment T

In(e 1)

przy logistycznej $ciezce wzrostu rowny jest 7 =———= = 27,066, za$ przy gaus-

)

sowskiej $ciezce wzrostu T = ¢ _100. Stope inwestycji zmieniano co 10 punktow

)

procentowych od 10% do 40%. 10% stopy inwestycji nazywane beda dalej niskimi
stopami inwestycji, 20% — $rednimi, 30% — wysokimi, 40% za§ — bardzo wysokimi
stopami inwestycji.

W tabeli 1 zestawiono symulacje wydajnosci pracy w czterech wyroéznionych
wariantach stop inwestycji przy zalozeniu standardowej ()), logistycznej (,) oraz
gaussowskiej (y3) trajektorii liczby pracujacych. We wszystkich wariantach symu-
lacyjnych przyjeto, iz w momencie ¢ = 0 techniczne uzbrojenie pracy i wydajnos¢
pracy sa rowne 1.

Natomiast na rysunkach 2—5 przedstawiono trajektorie odpowiednich wydajnos$ci
pracy przy 10%, 20%, 30% i 40% stopie inwestycji'®.

15" Gdyby (zgodnie z dekompozycja Solowa, 1957) przyjaé, ze a = /3, to przy ki/k, = 5 otrzymuje sie:
k L . .
BT k—l =35~ 1,70998, co wydaje si¢ wielkoscig mocno niedoszacowana.
Y2 2

16 Ksztalt $ciezek wzrostu technicznego uzbrojenia pracy jest bardzo zblizony do ksztattu $ciezek
wzrostu wydajnosci pracy.
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Tabela 1.

Symulacje wydajnos¢ pracy przy standardowej (y), logistycznej (y,) oraz gaussowskiej (y;) trajektorii
liczby pracujacych i przy 6 = 0,07, n = 0,01, a = 0,68261 i m = e

Stopa inwestycji s (%)

Rok ¢ 10 20 30 40

1 2 Y3 i 2 V3 1 V2 V3 i V2 V3
10 | 1,124 | 1,110 | 1,067 | 1,866 | 1,845 | 1,779 | 2,810| 2,781 | 2,689 | 3,963 | 3,924 | 3,802

20 | 1,226 | 1,207 | 1,132 | 2,738 | 2,701 | 2,555| 4,908 | 4,846| 4,0606| 7,762| 7,672| 7,311

50 | 1,428 | 1,437 | 1,331 | 4,825 | 4,866 | 4,558|10,451|10,548| 9,924 18,431 | 18,609 | 17,551

75 | 1,514 | 1,587 | 1,512 | 5,868 | 6,151 | 5,907 | 13,385 | 14,030 | 13,514 | 24,258 | 25,425 | 24,528

100 | 1,562 | 1,716 | 1,721 | 6,463 | 7,090 | 7,147 |15,093|16,548| 16,708 | 27,686 | 30,345 | 30,664

150 | 1,601 | 1,912 | 2,262 | 6,970 | 8,310 | 9,841 |16,565|19,732|23,372|30,655|36,503 | 43,240

200 | 1,612 | 2,033 | 3,065 | 7,117 | 8,969 |13,501 | 16,990 | 21,399 | 32,215 |31,516| 39,682 | 59,738

+oo | 1,616 | 2,153 | +oo | 7,175 | 9,562 | +oo | 17,161|22,870| +oo |31,860(42,459| +oo

Zréodlo: obliczenia wlasne.

Z prezentowanych wynikéw symulacji numerycznych mozna wyciggnaé¢ naste-
pujace wnioski:

— Jesli zalozy si¢, ze pewna gospodarka cechuje si¢ niska stopa inwestycji (na
poziomie 10%) oraz liczba pracujacych rosngcg wyktadniczo, to dlugookresowa
wydajno$¢ pracy w tej gospodarce (czyli wydajnos¢ pracy przy ¢ — +o) bedzie
wyzsza o niewiele ponad 60%, niz w momencie poczatkowym (¢ = 0). Jezeli
za§ przyjmiemy, ze liczba pracujacych bedzie rosng¢ do asymptoty réownej e,
to wydajno$¢ pracy ustabilizuje si¢ na poziomie o ponad 110% wyzszym, niz
w momencie ¢ = 0. Z kolei przyjmujac gaussowska trajektori¢ liczby pracujacych
okazuje sie, ze juz po 100 latach wydajnos¢ pracy bedzie o ponad 70% wyzsza
niz w momencie ¢ = 0, a po 150 latach o ponad 120% wyzsza niz w momencie
poczatkowym (por. rysunek 2).

— Przyjmujac za$, ze gospodarka cechuje si¢ $rednimi stopami inwestycji oraz ze
w momencie poczatkowym cechowata si¢ wydajnoscig pracy réwna 1, wow-
czas w dlugim okresie w przypadku standardowej trajektorii liczby pracujacych
wydajnos$¢ pracy ustabilizuje si¢ na poziomie 7,175, a w przypadku trajektorii
logistycznej na poziomie 9,562. W trzecim wariancie zmian liczby pracujacych
(gaussowskim), wydajnos¢ pracy juz po 100 latach osiggnie poziom 7,147, po 150
latach 9,841, a po 200 latach 13,501 i dalej bedzie rosna¢ do +oo (por. rysunek 3).

— Rozwazajac wariant z wysokimi stopami inwestycji, w 200-letnim horyzoncie
czasowym wydajnos¢ pracy zwigkszy sie do poziomu 16,990 (przy standardowe;j
trajektorii liczby pracujacych), do poziomu 21,399 (przy logistycznej trajektorii)
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oraz do poziomu 32,215 (przy gaussowskiej trajektorii). Ponadto zaktadajac, iz
liczba pracujacych bedzie zmieniac¢ si¢ zgodnie z gaussowska trajektorig, po 150
latach wydajnos$¢ pracy bedzie wynosi¢ 23,372 i tym samym bedzie wyzsza niz
dtugookresowe wartosci omawianej zmiennej makroekonomicznej dla standardo-

wej oraz logistycznej Sciezki wzrostu.

Zaktadajac zas, ze gospodarka bedzie cechowac si¢ bardzo wysokimi stopami

inwestycji, dochodzimy do wniosku, ze wydajno$¢ pracy ustabilizuje si¢ wowczas
na poziomie 31,860 dla standardowej $ciezki wzrostu liczby pracujacych oraz
na poziomie 42,492 dla $ciezki logistycznej. Przy gaussowskiej trajektorii liczby
pracujacych juz po 100 latach poziom wydajnosci pracy bedzie wynosit 30,664,

a po 150 latach 43,240 i dalej bedzie si¢ zwigkszat do +oo (por. rysunek 5).

35 T T T T T
==u=s standardowa
logistyczna
— gaussowska
)
T —
b e~ ——— L
—————_"'——-—_
e
T
- anan
| B e PP T UL Lo
. Camn >
e
w
ue
¥
o
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Rysunek 2. Sciezki wzrostu wydajnosci pracy przy standardowej, logistycznej
oraz gaussowskiej trajektorii liczby pracujacych i s = 10%

Zrodlo: obliczenia wiasne.

14 T
------ standardowa

== == = |0gistyczna
12| mmmm—gaussOWSKa [ — — — = = = = - = = = = — =~ — -~ - - - - oo

0 | | | | |

0 20 40 60 80 100 1‘20 11‘10 1(‘30 1‘80 200
Rysunek 3. Sciezki wzrostu wydajnosci pracy przy standardowej, logistycznej
oraz gaussowskiej trajektorii liczby pracujacych i s = 20%

Zrodho: obliczenia wiasne.
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35
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Rysunek 4. Sciezki wzrostu wydajnoéci pracy przy standardowej, logistycznej

oraz gaussowskiej trajektorii liczby pracujacych i s = 30%

Zrodlo: obliczenia wiasne.
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Rysunek 5. Sciezki wzrostu wydajnoéci pracy przy standardowej, logistycznej
oraz gaussowskiej trajektorii liczby pracujacych i s = 40%

Zrodlo: obliczenia wiasne.

5. PODSUMOWANIE

Prowadzone w pracy rozwazania mozna podsumowa¢ nastepujaco:

(i) W oryginalnym modelu wzrostu Solowa zaktada si¢ m.in., ze liczba pracujacych
ro$nie wedtug statej stopy wzrostu. W prezentowanych w pracy rozwazaniach
zaktada si¢ za$, ze liczba pracujacych zmienia si¢ po trajektorii okreslonej przez
funkcje logistyczng Iub funkcje przypominajaca ksztattem funkcje gestosci roz-
ktadu normalnego Gaussa.

(i) Przy logistycznej §ciezce wzrostu liczby pracujacych trajektorie technicznego
uzbrojenia pracy i wydajnosci pracy okreslone sa przez pewne funkcje ztozone
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z funkcja hipergeometryczna Gaussa, natomiast przy gaussowskiej §ciezce wzro-
stu liczby pracujacych — przez funkcje ztozone z funkcja btedu Gaussa.

(iii) W prowadzonych w pracy symulacjach numerycznych elastyczno$¢ produkeji
wzgledem naktadow kapitatu skalibrowano na poziomie rownym 0,68216, za$
stopy inwestycji zmieniano co 10 punktow procentowych od 10% do 40%.

(iv) We wszystkich czterech wariantach stop inwestycji, przy standardowej oraz
logistycznej trajektorii liczby pracujacych, wydajno$¢ pracy rosnie do pewnej
asymptoty, przy czym asymptota ta jest polozona wyzej dla funkcji logistycz-
nej. Natomiast przy gaussowskiej Sciezce wzrostu liczby pracujacych wydajnosé
pracy rosnie do +oo. Ponadto dynamika wydajnos$ci pracy przy standardowej oraz
logistycznej trajektorii liczby pracujacych przez poczatkowe 50 lat jest bardzo
zblizona. Nastgpnie wystepuje znaczne spowolnienie tempa wzrostu wydajnosci
pracy w modelu ze standardowg trajektorig liczby pracujacych. Z kolei wydajnos¢
kowo jest nizsza niz w przypadku pozostalych dwoch $ciezek, jednak po 75
latach dogania poziom wydajno$ci pracy przy standardowej $ciezce, a po 100
latach zaczyna przewyzszaé takze poziom wydajnosci pracy przy logistycznej
trajektorii liczby pracujacych.

(v) Roéznice w przyjetych zatozeniach o stopach inwestycji prowadza do bardzo istot-
nych réznic w poziomie wydajno$ci pracy niezaleznie od rozwazanej $ciezki wzro-
stu liczby pracujacych. Przyjecie stopy inwestycji kolejno na poziomie 10%, 20%,
30% i 40% pozwoli oczekiwaé zwigkszenia wydajnosci pracy z | w momencie
t =0 do kolejno 1,562—-1,721, 6,463-7,147, 15,093-16,708, oraz 27,686—-30,664
w 100-letnim horyzoncie czasowym. Jest to zgodne z odpowiednim wnioskiem
wynikajagcym z oryginalnego modelu Solowa, z ta r6znica, ze przy gaussow-
skiej $ciezce wzrostu liczby pracujacych rownanie Solowa nie ma nietrywialnego
punktu stacjonarnego, zas wydajnos¢ pracy rosnie do +oo.
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SCIEZKI WZROSTU W MODELU SOLOWA
PRZY ALTERNATYWNYCH TRAJEKTORIACH LICZBY PRACUJACYCH

Streszczenie

Celem prezentowanego opracowania jest analiza porownawcza ksztaltowania si¢ $ciezek wzrostu
podstawowych zmiennych makroekonomicznych (wydajnosci pracy i technicznego uzbrojenia pracy)
w modelu wzrostu Solowa przy 3 alternatywnych zatozeniach dotyczacych trajektorii liczby pracujacych.
Trajektoriami tymi sg trajektoria standardowa (tj. rosngca wyktadniczo liczba pracujacych), trajektoria
logistyczna (na ktdrej liczba pracujacych rosnie do pewnej asymptoty) oraz tzw. trajektoria gaussowska
(na ktorej liczba pracujacych przypomina ksztaltem funkcje¢ gestosci rozktadu normalnego Gaussa).

Uzyskane, niestandardowe Sciezki wzrostu owych zmiennych makroekonomicznych okre$lone sa
przez pewne funkcje ztozone m.in. z funkcja hipergeometrycznga i funkcja bledu Gaussa (nalezace
do tzw. funkcji specjalnych Gaussa). Co wigcej, na wyznaczonych przez autoréow Sciezkach wzrostu
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wydajno$¢ pracy i techniczne uzbrojenie pracy przy logistycznej $ciezce wzrostu rosng do asymptoty
wyzej potozonej, niz w oryginalnym modelu Solowa, za$ przy gaussowskiej $ciezce wzrostu liczby
pracujacych wydajno$¢ pracy oraz techniczne uzbrojenie pracy rosng do nieskonczonosci.

Stowa kluczowe: stopa wzrostu liczby pracujacych, réwnowaga modelu Solowa, funkcje spe-
cjalne Gaussa

GROWTH PATHS IN THE SOLOW MODEL
WITH ALTERNATIVE TRAJECTORIES OF THE NUMBER OF WORKERS

Abstract

The aim of the study is a comparative analysis of growth paths of basic macroeconomic variables
(labor productivity and capital labor ratio) in the Solow growth model with three alternative assumptions
about the trajectory of the number of workers. There are standard trajectory (the number of workers
increasing exponentially), logistics trajectory (the number of workers is growing to the certain asymptote)
and so-called Gaussian trajectory (the number of workers is similar to the density function of Gaussian
distribution).

In the result, nonstandard growth paths of macroeconomic variables are defined by certain functions
compose with hypergeometric function and Gauss error function (so called Gaussian special functions).
Moreover, labor productivity and capital labor ratio for logistic trajectory is growing to asymptote, which
is located higher than in the original Solow model. The labor productivity and capital labor ratio for
Gaussian trajectory of the number of workers increase to infinity.

Keywords: growth rate of the number of workers, equilibrium of Solow model, Gaussian
special functions



