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PRZEGLAD STATYSTYCZNY
R. LXIV — ZESZYT 2 — 2017

EMIL PANEK!

GOSPODARKA GALE’A Z WIELOMA MAGISTRALAMI.
»SILNY” 1 ,BARDZO SILNY” EFEKT MAGISTRALI

1. WSTEP

W artykule Panek (2016b) przedstawiliSmy model stacjonarnej gospodarki Gale’a
z tzw. wielopasmowg magistralg, ztozong z wigzki promieni von Neumanna oraz udo-
wodnili$my ,,stabe” twierdzenie o magistrali gloszace, ze w dlugich okresach czasu
(w dtugim horyzoncie T = {0, 1, ..., t;}) optymalne procesy wzrostu w takiej gospo-
darce sg prawie zawsze zbiezne do wielopasmowej magistrali’>. Obecnie prezentujemy
,,81lng” oraz ,,bardzo silng” wersje twierdzenia o wielopasmowej magistrali w stacjo-
narnej gospodarce Gale’a. Pierwsze glosi, ze zbieznos$¢ optymalnych proceséw wzrostu
do wielopasmowej magistrali ma miejsce zawsze, poza ewentualnie pewng skonczong
liczba jego poczatkowych 1/lub koncowych okresow, niezalezna od dtugosci horyzontu
T. Im dhuzszy jest horyzont, tym dtuzej optymalne procesy w fazie srodkowej prze-
biegaja w dowolnie bliskim otoczeniu wielopasmowej magistrali. Zgodnie z drugim
twierdzeniem, ,,wej$cie” optymalnego procesu wzrostu na wielopasmowa magistralg
jest (prawie) bezpowrotne, po osiggnieciu magistrali gospodarka pozostaje na niej
wszedzie dalej poza, by¢ moze, ostatnim okresem horyzontu 7.

Wartoscig dodang artykutu —na tle znanej autorowi literatury przedmiotu —jest wyka-
zanie, ze magistralna stabilno$¢ optymalnych proceséw wzrostu jest nie tylko atrybu-
tem stacjonarnej gospodarki Gale’a z pojedyncza magistrala, lecz takze jej immanentng
cechg réwniez wtedy, gdy miejsce pojedynczej magistrali (pojedynczego promienia
von Neumanna) w gospodarce zajmuje wigzka magistral (magistrala wielopasmowa).

2. MODEL

W modelu stacjonarnej gospodarki Gale’a z wielopasmowa magistrala przedsta-
wionym w pracy Panek (2016b) kluczowa rolg gra przestrzen produkcyjna typu Gale’a
Z © R?" zlozona z par n-wymiarowych, nieujemnych wektoréw naktadéw (zuzycia)
x = (x4, ..., xp) 1 produkcji (wynikéw) y = (y4, ..., y»). Zapis (x,y) € Z oznacza, ze

' Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu, Wydziat Informatyki i Gospodarki Elektronicznej, Katedra

Ekonomii Matematycznej, al. Niepodlegtosci 10, 60-967 Poznan, Polska, e-mail: emil.panek@ue.poznan.pl.
2 W sensie miary katowej, ktora definiujemy dalej (patrz p. 2). Na wielopasmowej magistrali
gospodarka osigga najwyzsze tempo wzrostu (tamze).
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w gospodarce z wektora naktadow x mozna wytworzy¢ (w ustalonej jednostce czasu)
wektor produkcji y. Przestrzen produkcyjna Gale’a spetnia nastgpujace warunki:

G V(x,y) €EZVA=0A(x,y) € Z)
(warunek proporcjonalno$ci naktadow i wynikow),
G2 v(xhy)ezZi=12((x*+x%yt+y?) €Z)
(warunek addytywnosci procesow produkcyjnych),
G V(x,y)eZ(x=0=y=0)
(warunek ,,braku rogu obfitosci”),
GHV(x,y)eZ(xX'=2x= (x",y)€Z)
(mozliwo$¢ marnotrawstwa nakladow),
GOV, yeZ(0sy' =sy=(xy')€EZ)
(mozliwo$¢ marnotrawstwa mocy produkcyjnych)
(G6) V(x',y)) €2,i=12,.., ((xi,yi) S @)= E) € z)

(domknigtos¢ przestrzeni produkcyjnych).

Zbior Z jest stozkiem domknietym i wypuktym, z wierzchotkiem w 0. Przedmiotem
naszego zainteresowania sg nietrywialne (niezerowe) procesy (x,y) € Z \ {0}. Liczbe
a(x,y) = max{a|ax = y} nazywamy wskaznikiem technologicznej efektywnosci pro-
cesu (x,y) € Z \ {0}. Mozna wykazaé, ze:

— funkcja a(-) jest ciagta i dodatnio jednorodna stopnia 0 na Z \ {0},

— istnieje ay = max a(x,y)=a(x,y) < +oo,
(x,)eZ\{0}

zob. np. Panek (2003, tw. 5.2). Proces (x,y) € Z \ {0}, dla ktorego a(x,y) = ay,
nazywamy optymalnym procesem produkcji. Proces ten jest okreslony z doktadnoscia
do mnozenia przez stala dodatnia (z dokladnoscia do struktury). Liczbe a,, nazy-
wamy optymalnym wskaznikiem technologicznej efektownosci produkcji w gospo-
darce Gale’a. Przez

Zopt = {(f,f’) €EZ\ {O}l O((f,}_l) = aM} (1)

oznaczamy zbior wszystkich optymalnych procesow produkcji w gospodarce Gale’a.
Zbior Zyy,, jest stozkiem wypukltym nie zawierajagcym 0, Panek (2016b, tw. 1).
Zaktadamy, ze gospodarka Gale’a spelnia nastgpujacy warunek silnej regularnosci:
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(G V(x,7) € Zope (¥ > 0)
gloszacy, ze w optymalnych procesach produkcji wytwarzane sa wszystkie towary?.

Wynika stad, ze technologiczna efektywno$¢ kazdego optymalnego procesu produkcji
jest dodatnia:

V(f'}_}) € Zopt (a,(-fh)_/) = aM > 0)

e ; =Y (X Y2 In ) e
Jezeli (x,y) € Z\ {0} iy # 0, to o wektorze s = i (”y” Vil ...,”y”) mowimy,
ze charakteryzuje strukture produkcji w procesie (x,y)* Przez
= ¥ 7 S
s={s1365) € Zop: (s = %)} )

oznaczamy zbidr wektorow charakteryzujacych strukturg produkcji we wszystkich
optymalnych procesach (X,¥) € Z,,;. Przy zatozeniach (G1)—(G7) zbidr ten jest nie-
pusty, zwarty 1 wypukty oraz sktada si¢ (wobec (G7)) wylacznie z wektoréw dodatnich,
Panek (2016b, tw. 2). Niech s € S. Potprosta

N; = {As|A > 0}
nazywamy promieniem von Neumanna (generowanym przez proces (X,y) € Z,,,
s= u;;Tn)' Zbior (wigzke) promieni

N = Uges Ns

nazywamy wielopasmowa magistrala produkcyjng w stacjonarnej gospodarce Gale’a.
Niech p = (py, ..., pn) = 0° bedzie wektorem cen towaréw oraz (x,y) € Z \ {0}.
Liczbe®

(D, x)

({p, x) # 0) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci procesu (x,y) przy
cenach p. Jezeli zachodzg warunki (G1)—(G7), to istniejg takie ceny p = 0, ze

B(x,y,p)

V(x,y) € Z\ {0} (B(x,y,p) < ay)

3 Stabszy warunek (G7°) przedstawimy w p. 4.

4 Tutaj i dalej: jezeli a € R™, to |lall = ¥%,|a;|. Zauwazmy przy okazji, ze (wobec (G3)) jezeli
(x,y) € Z\ {0}, to x # 0.

5 Zapis p = 0 oznacza, ze p = 0 oraz p # 0.

6 Tutaj i dalej: jezeli a,b € R™, to {(a,b) =X, a;b;.
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(wszedzie gdzie (p, x) # 0) oraz

V()E,}_/) € Zopt \ {0} (ﬁ(-f,:)_/;ﬁ) = aM)

lub rownowaznie

V(x,y) € Z\ {0} ((p,y) < au(p,x)) 3)

oraz

V(X,¥) € Zope \ {0} (D, 7)) = an(p, %) > 0), 4

Panek (2016b, tw. 4). Kazda trojka {ay, (x,y), p} wyznacza tzw. optymalny stan
rownowagi v. Neumanna. Wektor p nazywamy wektorem cen rownowagi.
Zakladamy, ze czas biegnie skokowo oraz T ={0,1,...,t;} jest ustalonym
interesujacym nas horyzontem funkcjonowania gospodarki (t; < +). Przez
x(t) = (x1 (o), ...,xn(t)) oznaczamy wektor naktadow, aprzez y(t) = (y,(¢), ...,yn(t))
wektor produkcji w okresie t. Warunek (x(t),y(t)) € Z oznacza, ze w okresie t
z naktadow x(t) mozliwe jest wytworzenie produkcji y(t). Naktady w okresie nastep-
nym x(t + 1) mogg pochodzi¢ jedynie z produkcji y(t) wytworzonej w okresie
poprzednim, x(t + 1) = y(t). W $wietle (G4) prowadzi to do warunku:

(O, yt+1))€Z, t=0,1,..,¢t. ®)

W okresie poczatkowym produkcja jest ustalona:

y(0) =y°=0. (6)

O ciggu wektorow produkcji {y (£)}L, spehiajacych warunki (5)—(6) mowimy, ze
opisuje (y°,t;) — dopuszczalny proces wzrostu w gospodarce Gale’a. Dla dowolnego
poczatkowego wektora produkcji y° > 0 i dowolnej dtugosci horyzontu T istniejg
(v°,t;) — dopuszczalne procesy wzrostu, zob. np. Panek (2003, tw. 5.7). W gospo-
darce Gale’a szczego6lng posta¢ maja dopuszczalne procesy {y(t)}go, w ktorych
y(t + 1) = ayy(t), lub inaczej procesy postaci

y(t) = ayy°, (7

nazywane stacjonarnymi procesami z tempem wzrostu a,. Przy zalozeniach
(G1)—(G®6) stacjonarne procesy wzrostu postaci (7) 1stn1e]q, gdy poczatkowy wektor

produkeji spetnia warunek 7° € N (rdownowaznie, gdy =— = s € S). Sa one okreslone

Iyell
z doktadnoscia do struktury (mnozenia przez dowolng stata dodatnia): jezeli y° € N, to

vt e T(¥(t) € N) oraz Vt € TVA > 0 (Ay(t) € N).
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W gospodarce Gale’a tempo ay, jest najwyzszym mozliwym do osiagniecia
tempem wzrostu, w szczegolnosci nie istniejg stacjonarne procesy wzrostu postaci
y(t) = y'y° z tempem y > a,,. Dlatego procesy postaci (7) nazywane sg takze opty-
malnymi stacjonarnymi procesami w gospodarce Gale’a. Wszystkie takie procesy leza
na wielopasmowej magistrali N.

Wszedzie poza magistrala osiggane przez gospodarke tempo wzrostu jest nizsze
od ay,. Z faktem tym koresponduje zatozenie, ze roéwniez efektywnos¢ ekonomiczna
kazdego procesu poza magistralg N jest nizsza od optymalnej’. W szczegdlnoéci ozna-
cza to, ze

(G8) V(x,y) €Z\{0} (x ¢ N= B(x,y,p) < an).

Ustalmy nastepujaca miare odleglosci wektora towaréw (w zaleznosci od kontekstu
beda to naktady x lub produkcja y) od wielopasmowej magistrali N3

Ve > 036, € (0,a,)V(x,y) € Z\ {0} (d(x,N) = e = B(x,y,p) < ay —3F.), (8

!

X

X
d(x,N) = R .
G N) el T

inf
x'eN

Jezeli zachodzi warunek (G8), to

Panek (2016b, tw. 5).

Niech proces {y*(t)}?zo bedzie rozwigzaniem nastepujacego zadania maksymali-
zacji warto$ci produkcji mierzonej w cenach rownowagi w ostatnim okresie ¢; hory-
zontu T

max <ﬁ' y(t1)> (9)
p.w. (5)—(6). (10)

Przy zatozeniach (G1)—(G6) zadanie to ma rozwigzanie’. Nazywamy je (y°, t;,p)
— optymalnym procesem wzrostu w stacjonarnej gospodarce Gale’a.

7 W klasycznym modelu Gale’a (z pojedynczym promieniem von Neumanna) warunek ten zapewnia

jednoznaczno$¢ magistrali, zob. np. Nikaido (1968, rozdz. IV, § 13), Panek (2003, rozdz. 5, pkt 5.1.3),
Takayama (1985, rozdz. 7).

. . . yr X
8 W ekonomii matematycznej wielko$¢ |[-—

(B
miedzy wektorami x, x'; zob. np. Nikaido (1968, rozdz. 4, p. 13.3). Przez analogi¢ d(x, N) nazywamy
odlegtoscia katowa wektora x od wielopasmowej magistrali N.

9 Zob. np. Panek (2003, tw. 5.7).

- ”);—,”” nazywana bywa umownie odlegloscia katowa
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0 Twierdzenie 1 (,,Stabe” twierdzenie o magistrali). Jezeli zachodza warunki

(G1)—(G8) oraz istnieje taki (y° &) — dopuszczalny proces {J(t)}iy, & < t;, ze

y(t) € N, to dla dowolnej liczby € > 0 istnieje taka liczba naturalna k, iz liczba okreséw

czasu, w ktorych (y°,t;, p) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}?=0 spetnia warunek:
dy"(t),N)>¢

nie przekracza k. Liczba k zalezy od € oraz nie zalezy od dtugosci horyzontu T.

Dowdd. Panek (2016b, tw. 6). |

3. ,,SILNE” I ,BARDZO SILNE” TWIERDZENIE O MAGISTRALI

Wezmy liczbe € > 0 i oznaczmy przez Z(e) zbioér dopuszczalnych procesow
produkcji z naktadami odleglymi o co najmniej € od wielopasmowej magistrali N:

Z(e) ={(x,y) € Z\ {0}|d(x,N) = ¢ }.
Zgodnie z (8) efektywno$¢ ekonomiczna S (x, y, p) kazdego procesu (x,y) € Z(&) jest
nizsza od optymalnej o co najmniej §; > 0. Ponizej przedstawiamy niektore wtasnosci
funkcji B(-,*,p), ktore bedg nam potrzebne dalej. Obowigzujg warunki (G1)—(G8).
o Fakt 1.
B, D) € CO(Z(e) - RY).
Dowdéd. Funkcja B(-,-,p) jest ciggla na zwartym zbiorze

V(e) ={(x,y) € Z|llxll =1 Ad(x,N) = €},

zob. Panek (2016b, dowod tw. 5). Stad oraz z dodatniej jednorodnosci stopnia 0 wynika
jej ciagto$¢ na Z(e) = {A-V(e)| A > 0}. m

o Fakt 2.
Ve > 0 3maxyy)eze) B(x,y,P) = b(e) < ay. (11)
Dowdd. Ciagta funkcja B(-,-,p) jest dodatnio jednorodna stopnia 0, wiec

max X,Y,P) = max x,V,D).
(x’y)ez(e)/?( y,D) (x,y)eV(s)B( y,P)
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Zbidr V() jest zwarty, wiec istnieje

max  B(x,y,p) = b(e).
Zgodnie z (8): (x,y)eV(e)

max x,yY,P) = max x,y,9) = b(e) < ay — 6, < ay.
(xJ’)EZ(S)ﬁ( y,P) (X.y)ev(s)ﬁ( ¥.p) (e) M £ M .

Wprowadzajac oznaczenie (&) = ay — b(€) mozemy warunek (11) zapisa¢ ina-
czej tak'%:

Ve > 036(e) € (0,ay] V(x,y) € Z(s)(ﬁ(x,y,ﬁ) <ay — 5(5)). (12)
Funkcja b(*) jest nierosngca (tam gdzie jest okreslona), b(e) — ay, przy € = 0, zatem

6(e) » 0, gdy € —» 0. Przy dowodzie ,,silnego” twierdzenia o magistrali (twierdze-
nie 2) korzystamy z nastgpujacego warunku monotonicznosci:

(G9) Efektywnos¢ ekonomiczna procesu (x,y) € Z \ {0} maleje w miar¢ oddalania
si¢ (w sensie metryki d) nakladow x od wielopasmowej magistrali N.

Jezeli zachodzi ten warunek, wtedy funkcja b(-) maleje (rownowaznie, funkcja §(-)
ro$nie na obszarze okreslonosci''.

o Fakt 3.
Vs € ST, (1) V5 € S3a(s,5) € (0,1]VS € (0,ay) I’ >0
(Is =5l < & = ((s,0(s, Daws3) € 1) Aals,0(s, Hay) = ay - 6)),

gdzie: ST, (1) = {x € R"|x > 0 A|lx[| = 1}, (1) = {(x,y) € Z|l|x|| = 1}.

Dowéd'%. Wezmy dowolne wektory s € S?,(1), § € S. Zwazywszy ze ||s|| = [|5]| = 1
stwierdzamy, iz istnieje liczba

A(s,5) = min{A|As = §} = maxié > 1.

10 Liczba 8, = &6(&) jest najwickszg liczba spetniajaca warunek (8).

" Warunek (G9) jest spetniony w szczegélnoscei, gdy wszedzie poza Zop, przestrzefi produkcyjna
Gale’a jest stozkiem silnie wypuktym: dla dowolnych liczb a, 8 > 0 i kazdej pary liniowo niezaleznych
procesow (x*,y1), (x?,¥%) € Z \ Z,p¢ ich kombinacja liniowa (x,y) = a(x*,y*) + B(x?,y?) jest punk-
tem wewngetrznym przestrzeni produkcyjnej Z.

12 Dowdd wzorowany na Panek (2015, lemat 1).
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Poniewaz (5, ay5) € Q(1) c Z, wiec z (G4) dostajemy (A(s,35)s, ayS) € Z, czyli
(Slo-(slg)aMg) € Q(l)a (13)

gdzie 0(s,5) = o€ C°S,,(1) xS - (01)]), 0(5,5) = 1.

L
A(s,5)’
Funkcja a jest ciggta na Q(1) oraz

a (S, ays) = max(yy)yea) a(x,y) = ay,
wiec
Vo € (0,ay)3e’ > 0(||s—35|| < &' = a(s,a(s,5)ays) = ay — 06). (14)
Z (13), (14) wynika teza. |

Fakt 3 glosi, ze jezeli wektor (unormowanych) naktadéow s lezy blisko ktorego-
kolwiek wektora § (struktury produkcji na wielopasmowej magistrali N), to istnieje
proces, ktory (z efektywnos$cia dowolnie bliskg optymalnej) z naktadow s prowadzi
do wielopasmowej magistrali N.

0 Twierdzenie 2 (,,Silne” twierdzenie o magistrali). Niech {y*(t)}go bedzie (y°, t;, p)
— optymalnym procesem wzrostu. Jezeli spetnione sa warunki (G1)—(G9) oraz istnieje
taki (y°, &) — dopuszczalny proces {J(t)}i_o, £ < t;, ze ¥() €N, to

Ve > 03k, € N(t; > 2k, =Vt € {ko ke + 1, ..., t; — k3 (A (£),N) < £))

(N oznacza tutaj zbior liczb naturalnych).
Dowdd. Pokazemy najpierw, ze
3§ >0Vs € S (Uz(s) c RY,), (15)

gdzie Uz(s) = {x € R™|||x — s|| < &}. Istotnie, poniewaz zbiér S R}, jest zwarty
i sktada si¢ z wektorow dodatnich, to

Vi3dv; = mins; > 0.
SES
Niech
fGsy)=s+y,
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SES, yeEK,=(x€ER—v<x;<v,i=1,..,n} v =§miinvi > 0. Zbior S X K,
jest zwarty, a odwzorowanie f:S X K, = R™ ciagle, wigc jego obraz G, = f(S X K,))
jest zwarty oraz S € G, € R",. Niech € = g > 0. Wtedy Vs € S (Us(s) c G, € R},).

Wezmy teraz dowolng liczbg € > 0, liczbg 6 (¢) € (0, ap, ] spehniajaca warunek (12),
liczbe & € (0,8 (¢)) oraz odpowiadajaca jej liczbe €’ € (0, min{e, £}) z faktu 3. Zgod-
nie ze ,,stabym” twierdzeniem o magistrali istnieje taka liczba naturalna k,/, ze jezeli
t; > k.1, to

diy*(t),N) < ¢ (16)

co najmniej w jednym okresie t < t;. Niech t; > 2k,s. Przez 7, oznaczmy pierwszy,
a przez t, ostatni okres, w ktorym zachodzi warunek (16). Wowczas (w swietle (15),
zwazywszy ze & < ) mamy

y*(ty)

= >0
ly* ol

oraz w mysl faktu 3:

— o y*(r1) * =
I5€ES ((”y*(rl)”,a aMs) € Q(l)),
tzn.
(y* (1), po*ays) € Z,

y*(r1)
ly*(zOll
biega analogicznie jak w pracy Panek (2015, tw. 3, s. 255-256). Tworzymy (y°, t;)
— dopuszczalny proces

gdzie 0" = 0(s"(11),5), s*(1y) = >0, p = |ly*(z)|l > 0. Dalej dowod prze-

_ yi(t),t=0,1,..,1q
y(t) = { x t—Tq =

pora, 'S,;t=1+1,..,t
i z definicji procesu optymalnego {y"(tf)}?:0 dostajemy nierownosc:
(¥ (1)) = (p.3(1)) = po ay; " (p,5) > 0. (17)
Zakladajac, ze k' jest liczbg okresow (miedzy t4, 7,), W ktorych

diy*(0,N)=e¢,
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z (3), (5), (8) otrzymujemy:
(P (1)) < (=8N ™ ey ™™ (e, =) (p.y" (7)) (18)
Laczac (17), (18) dochodzimy do nierownosci
0< poay " (Pu5) < (e =5 ™ e ™ (e =) (7.3 (1)

(z ktorej wynika w szczegolnosci, ze J(¢) < ,,), lub inaczej:

(%—6(8)]"'2( a, J po (5.5)

Qy a, —o(e") Py (@)
Nieréwno$¢ powyzsza, po podstawieniu s (z,) = &, mozemy zapisa¢ W rOwno-
T
waznej postaci: 1
S k' L7 [y p——
ay a, —o(e") (Pss (7))

Zgodnie z faktem 3:
a=a(s' (7)), 0 a,5)>a, -5,
zatem as (r,)< o a,,5 oraz (a,, — ) s (1,) < o a,,5. Wowczas:
(@ =8) (s’ (7)) < 0 &, (P,5),
czyli

o' (p,5) ay -5
<[3,S*(Tl)> - Ay

Stad i z (19) dostajemy:

a, —o(¢) ‘ S a, " a,, —5.
ay, Na, -5 a,

Pamigtajac, ze 0 <0(&') <0(¢) <a,, (gdyz 0< &'< ¢ i funkcja §(-) jest rosnaca; zob.
warunek (G9)) oraz 6 €(0,5(¢)) i t,—7, >0, dochodzimy do nieréwnosci:
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a0, -5 (a7 ay -8
a,, a,, —o(e") a,

P
czyli (%_—5(5)) >1 lub (réwnowaznie) (aM —é'(e))k'_1 >a) .

aM
Jedyna nieujemna liczba catkowita spelniajaca ten warunek jest £'= 0. Tezg twierdzenia
otrzymujemy przyjmujac k, = k,r. |

Przypomnijmy, ze zgodnie ze ,,stabym” twierdzeniem o magistrali (twierdzenie 1),
w dlugich okresach czasu (w dlugim horyzoncie T') optymalne procesy wzrostu sg
,prawie zawsze” (w prawie wszystkich okresach) zbiezne do magistrali wielopasmo-
wej. Twierdzenie nie rozstrzyga kiedy (w ktorych okresach) zbiezno$¢ taka ma miej-
sce. Udowodnione wyzej ,,silne” twierdzenie o magistrali wielopasmowej precyzuje,
ze dzieje si¢ tak zawsze, za wyjatkiem ewentualnie poczatkowych i/lub koncowych
okreséw horyzontu T. Im horyzont jest dtuzszy, tym dtuzej optymalne procesy wzrostu
w jego srodkowym okresie przebiegaja w dowolnie bliskim otoczeniu wielopasmowe;j
magistrali N.'3 Szczego6lng sytuacje mamy, gdy optymalny proces w pewnym okresie
t < t; dociera do magistrali. Mowi o tym kolejne twierdzenie.

o Twierdzenie 3 (,,Bardzo silne” twierdzenie o magistrali). Jezeli spelnione sa warunki
(G1)—(G8) i (y% t;,p) — optymalny proces wzrostu {y*(t)}ilzo w pewnym okresie
t < t; dociera do wielopasmowej magistrali

y (@) € N,
to

vte{t+1,..,t; —1} (y*(t) € N).

Dowéd. Z definicji (v°,t;,p) — optymalnego procesu wzrostu {y*(t)}?:(), zgodnie
z (3) mamy:

P,y (t+ 1) <aypy @) t=01,..,t —1. (20)

Jezeli w pewnym okresie £ < t; proces ten dociera do magistrali, wowczas istnieje
takze (v°,t;) — dopuszczalny proces {y(t)}?zo postaci

13" Czytelnika zainteresowanego klasycznymi wersjami twierdzen o zbieznosci optymalnych procesow
wzrostu w gospodarce typu Gale’a do pojedynczej magistrali N, (a nie do wigzki magistral N) odsytamy
np. do prac Nikaido (1968 rozdz. 1V), Gale (1967), McKenzie (1976, 1998, 2005 rozdz. 26), Lancaster
(1968, rozdz. 11), Panek (2013, 2014, 2016a). Na marginesie warto zauwazy¢, ze zainicjowane ponad pot
wieku temu badania nad ,,efektem magistrali” w modelach dynamiki ekonomicznej typu input — output
w ostatnim okresie znajduja coraz mocniejsze ugruntowanie w teorii sterowania optymalnego i teorii gier,
zob. np. Kolokoltsov, Yang (2012), Rapoport, Cartigny (2010), Zaslawski (2015).
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~ y*(t)ltzorll "'IEI
y(t) = — t_f— v
osay t=t+1,..,¢t,

o>0,5€S, coprowadzi do nierownosci:
B,y (tD)) = (3,5(t)) = ooyt (5,5) > 0. 1)
Zalozmy, ze y*(r) € N w pewnym okresie T € {f + 1, ...,t; — 1}. Wowczas
e > 0(d (1), N) = ¢),
i zgodnie z (8) istnieje taka liczba &, € (0, ay), ze
@y (t+ 1) < (ay — 6)(P,y" (1)) (22)
Z (20), (22) otrzymujemy nierownos¢
By (8)) < ayt ™ Haw — 6B,y (B)), (23)
gdzie y*(f) = 05 > 0. Stad oraz z (21) wynika, ze

oal T ay — 6:)(0,5) = aal p,5) > 0,

co jest mozliwe tylko gdy &, < 0. Otrzymana sprzeczno$¢ zamyka dowod. |

4, UWAGI KONCOWE

Uwaga 1. ,,Bardzo silne” twierdzenie o magistrali pozostaje prawdziwe po zastapieniu
warunku silnej regularnosci (G7) nastgpujacym warunkiem tzw. stabej regularnosci:

(G7) Vs € S 3t, <ty A (s, ty) — dopuszczalny proces {y(t)}iio spetniajgcy
warunek:

y(0) =s,y(t;) >0
gloszacym, ze z kazdego miejsca (punktu) wielopasmowej magistrali N pewien proces
wzrostu w skoficzonym czasie tg < t; prowadzi do dodatniego wektora produkcji y(ts).

Warunek ten jest stabszy od (G7), tzn. jezeli zachodzi (G7), to zachodzi takze (G7°)'“.

4 Wiecej o warunku (G7°) piszmy w artykule Panek (2016b).
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Uwaga 2. Rozpatrzmy zamiast zadania (9)—(10) nastepujacy problem maksymalizacji
uzytecznos$ci produkcji w koncowym okresie horyzontu T':

max u(y(t;)) (24)
p-w. (5)—(6). (25)
O funkcji uzytecznosci u: R} — R} zakladamy, ze'>:
(G10) (i) funkcja u(-) jest ciagta, wklesta, rosngca i dodatnio jednorodna stopnia 1,
(2)) Ia>0vVy =0 (u@) <a(py),
3i) Vs € S (u(s) = a{p,s) > 0).
W mysl (2i) funkcje uzytecznosci aproksymuje z gory forma liniowa z wektorem
kierunkowym ap, gdzie a jest pewng liczba dodatnig. Warunek (3i) jest rtwnowazny

Z nastgpujacym:

vy €N (u(y) = a{p,y)),
co oznacza, ze na wielopasmowej magistrali (dla kazdego wektora y € N) hiperptasz-

czyzna Yp41 = a{p,y) jest styczna do wykresu funkcji uzytecznosci u(y).
Przyjmijmy nast¢pujace oznaczenia:

Ryoo = {°},
Ryo1 = {y(DI (y°,y(D) € Z},
Ry, ={y®|(yt—-1D,y®) €z}, t =2,..,t,.
Wowczas zadanie (24)—(25) jest rOwnowazne z zadaniem
max u(y) (24°)
Y € Ry, (25°)

Ryo ., jestzbiorem wszystkich wektorow produkeji, ktore w okresie t; jest zdolna wytwo-
rzy¢ gospodarka z poczatkowym wektorem produkcji y(0) = y° (w okresie t = 0).

15" Zob. np. Nikaido (1968, rozdz. IV), Panek (2016b), Takayama (1985, rozdz. 7). Warunek (G10)
jest silniejszy od podobnego warunku (G9) w artykule Panek (2016b).
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Zadanie to ma rozwiazanie, gdyz funkcja uzytecznosci u jest ciagla, a zbior Ryo . jest
zwarty'®. Tym samym istnieje rozwigzanie zadania (24)—(25). Nazywamy je (y°, t;, u)
— optymalnym procesem wzrostu i podobnie jak rozwigzanie zadania (9)—(10) ozna-
czamy przez {y*(t)}?:o.

Przy zatozeniach (G1)—(G10) ,,silne” twierdzenie o magistrali (twierdzenie 2)
pozostaje prawdziwe po zastapieniu (y°,t;,p) — optymalnego procesu wzrostu (roz-
wigzania zadania (9)—(10)) przez (v°, t;, u) — optymalny proces wzrostu (rozwigzanie
zadania (24)—(25)). Istotnie, powtarzajac dostownie dowdd twierdzenia 2 — po pod-
stawieniu u(y*(tl)) zamiast (p, y*(t,)) oraz u(3) zamiast (p,5) w warunkach (17),
(18) — zwazywszy na (G10)(2i) dochodzimy do pary nierownosci:

u(y*(ty)) = pa*aﬁ}_rlu(s_) (17%)
u(y"(t) < a(py @) < alay, =8N ™ o " (@, =) (p.y" (7). (18)

Laczac (17°), (18’) i uwzgledniajac (G10)(3i) dochodzimy do warunku (19). Dalej
dowod przebiega analogicznie jak w twierdzeniu 2.

Uwaga 3. Przy tych samych zalozeniach prawdziwe pozostaje takze ,,bardzo silne”
twierdzenie o magistrali (twierdzenie 3) po zastgpieniu (y°, t;, p) — optymalnego pro-
cesu wzrostu procesem (y°, t1, u) — optymalnym. Zaktadajac, Ze istnieje choéby jeden
okres T € {{ + 1, ...,t; — 1}, w ktorym y*(t) € N i powtarzajac dowdd twierdzenia 3
dochodzimy do konkluzji, ze (y°, t;,u) — optymalny proces wzrostu (rozwigzanie
zadania (24)—(25)) spetnia obecnie (wobec (G10)(2i)) — zamiast (21), (23) — warunki
nastepujace:

u(y*(tl)) > cra;,}_tu(§) >0, (217)
u(y*(t) < a(p,y* (ty)) < acal ™ (ay — 6.)(5,3), (23°)

skad wynika, ze

aaaztvzl_f_l(am —68:)(p,5) = aa,f,,l_fu(s‘) > 0.

Warunek (G10)(3i) stanowi jednak, ze a(p,5) = u(3), co prowadzi do nierownosci:

am=8¢ > 1.
am
Wynika z niej, ze ., < 0, a to jest sprzeczne z (8). Otrzymana sprzecznos¢ zamyka
dowdd.

16 Zbiory Ryo, (t = 0,1,...,t;) sa niepuste, wypukle oraz zwarte, zob. Panek (2003, lemat 5.1).



www.czasopisma.pan.pl P@N www.journals.pan.pl
<D

Gospodarka Gale’a z wieloma magistralami. ,,Silny” i ,,bardzo silny” efekt magistrali 151

5. ZAKONCZENIE

Stabg strong rozwazanego tutaj oraz w pracy Panek (2016b) modelu Gale’a z wie-
lopasmowg magistralg jest stacjonarnos¢ gospodarki. Wprawdzie w kilku publikacjach,
m.in. Panek (2013, 2014, 2016a), zajmujemy si¢ modelami réznych niestacjonar-
nych gospodarek Gale’a, ale podobnie jak w innych znanych pracach z tego zakresu
magistrale sg tam zawsze pojedynczymi promieniami (w przypadku stacjonarnym)
lub pojedynczymi krzywymi (w wariancie niestacjonarnym), lezagcymi w przestrzeni
fazowej stanow gospodarki.

Z tej perspektywy interesujace jest szersze spojrzenie i prze$ledzenie witasno-
$ci gospodarek typu Neumanna-Gale’a-Leontiefa z wielopasmowymi magistralami,
zmienng technologia oraz réznymi kryteriami wzrostu'”.
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17" Nie tylko z kryterium maksymalizacji wartosci produkcji (mierzonej w cenach von Neumanna) czy
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finiowanej na wektorach produkcji we wszystkich okresach horyzontu T).
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GOSPODARKA GALE’A Z WIELOMA MAGISTRALAMI.
»SILNY” I ,BARDZO SILNY” EFEKT MAGISTRALI

Streszczenie

Praca nawigzuje do artykutu Panek (2016b) zawierajacego dowdd tzw. ,,stabego” twierdzenia o wie-
lopasmowej magistrali w stacjonarnej gospodarce typu Gale’a. Obecnie prezentujemy ,,silng” oraz ,,bardzo
silng” wersj¢ twierdzenia o wielopasmowej magistrali. Pokazujemy, ze mimo uogdélnienia modelu —
polegajacego na zastgpieniu pojedynczej magistrali (promienia von Neumanna) wigzka magistral, ktora
nazywamy magistralg wielopasmowa — nie zmieniaja si¢ wczesniej udowodnione magistralne wtasnosci
optymalnych procesow wzrostu w gospodarce Gale’a.

Slowa kluczowe: stacjonarna gospodarka Gale’a, rownowaga von Neumanna, wielopasmowa magi-
strala, ,,silny” i ,,bardzo silny” efekt magistrali

GALE’S ECONOMY WITH MULTIPLE TURNPIKES.
“STRONG” AND “VERY STRONG” TURNPIKE EFFECT

Abstract

This paper refers to the Panek (2016b) which contained proof of “weak” multiple turnpike’s the-
orem in the Gale’s stationary economy. Here we present “strong” and “very strong” multiple turnpike’s
theorem. We show that, despite the generalization of this model — involving the replacement of a single
turnpike (von Neumann’s ray) with the bundle of turnpikes, which we call multilane turnpike — the
previously proven turnpike’s main properties of the optimal growth processes of the Gale’s economy
do not change.

Keywords: Gale’s stationary economy, von Neumann’s equilibrium, multilane turnpike, “strong”
and “very strong” turnpike effect



