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LIMESY, KRESY,
BRZEGI,
CZYLI GRANICE
W MATEMATYCE

Matematyka z jednej strony czerpie inspiracje z codziennosci,
aspirujgc do jej modelowania w ramach precyzyjnego
systemu logicznego, a z drugiej te codziennos$¢ wzbogaca
0 nowe, czesto bardzo abstrakcyjne idee, poszerzajace
wyobraznie i rozumienie otaczajacej nas rzeczywistosci.
Dobrze moze zilustrowac te mysl , sledztwo” dotyczace pojec
matematycznych zwigzanych ze stowem ,granica”
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rzyjrzyjmy sie na poczatek znaczeniom stowa

»granica”. Gdy méwimy, ze cze$¢ granicy Pol-
ski z Niemcami lezy na rzece Odrze, mamy na myséli
pewna linie, ktora zamyka lub oddziela pewien okre-
$lony obszar, w tym przypadku panstwo. W mate-
matyce odnajdziemy bardzo podobne pojecie: brzeg
zbioru w przestrzeni metrycznej, czyli takiej, w ktorej
potrafimy w pewien sposob mierzy¢ odleglto$¢ miedzy
elementami i w konsekwencji tatwo definiowac kule
otwarte (czyli zbiory elementéw odleglych od srod-
ka kuli o mniej niz pewna dodatnia stata zwana pro-
mieniem kuli). Kule o srodku w pewnym punkcie
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definiujg nam otoczenie tego punktu, a brzeg zbioru
A to zbior takich punktow, ktorych otoczenia zawsze
zawierajg przynajmniej jeden element nalezacy do A
ijeden element spoza A. ,Obywatelstwo” samego
punktu brzegowego nie ma przy tym znaczenia: mo-
ze on by¢ elementem zbioru A lub nie.

Jeszcze inng granice mamy na mysli w zdaniu:
»Cierpliwos¢ tej pielegniarki do pacjentéw nie ma
granic”. Odnosimy sie tu raczej do nieograniczonosci
danej cechy zachowania, ktora takze ma swoj odpo-
wiednik w matematyce. Powiemy, ze dany zbior (po-
nownie w przestrzeni metrycznej) jest ograniczony,
gdy mozna go umiesci¢ we wnetrzu pewnej kuli. Gdy
nie jest to mozliwe, zbidr jest jak cierpliwos¢ naszej
pielegniarki — nieograniczony.

Wspomnijmy o jeszcze jednym kontekscie uzywa-
nia sfowa ,,granica”. Czasem odnosi si¢ ono do czego$
w rodzaju rekordéw (sportowych, z Ksiegi rekordow
Guinnessa czy tych zupelnie prywatnych). Na przy-
ktad w zdaniu: ,,Wydatek 1000 zI na torebke jest obec-
nie w gornej granicy moich mozliwosci finansowych”,



mowa jest 0 pewnej maksymalnej kwocie, jaka moze-
my wyda¢ na dany zakup. Znaczeniowo odpowiada
temu matematyczne pojecie ekstremum (maksimum
lub minimum) funkcji na pewnym zbiorze, a w bar-
dziej subtelnej wersji — kresow gornego i dolnego (ina-
czej infimum i supremum) funkcji na danym zbio-
rze, uzytecznych szczegdlnie wtedy, gdy ekstrema nie
sg osiggane przez funkcje.

Granica jako pojecie
matematyczne

e Granica ciagu

Jedno ze znaczen stowa ,,granica” w jezyku polskim
odnosi sie bezposrednio do dos¢ abstrakcyjnego po-
jecia matematycznego. Podstawowa definicja okre-
$la granice (lac. limes) ciagu liczbowego jako liczbe,
do ktdrej ten ciag dazy. Doktadniej mowigc, cigg liczb
ponumerowanych liczbami naturalnymi (ktére mo-
zemy wyobraza¢ sobie jako numery kolejnych chwil

na osi czasu) ma granice réwna, powiedzmy, g, gdy
wybierajac dowolnie bliskie otoczenie dla g znajdzie-
my w tym otoczeniu wszystkie przyszte wyrazy ciggu
od pewnej chwili czasu. (Dodajmy, ze w $wiecie cia-
gow mozna czekad na te wlasciwg chwile dowolnie
dlugo). Intuicyjnie ciag, dla ktérego tak zdefiniowana
granica istnieje, ma pewien konkretny cel i zmierza
do niego w czasie. Przykltadem moze by¢ ciag odwrot-
noéci kolejnych liczb naturalnych: 1, 15, 15, 1/, ...,
ktory dazy do granicy 0.

Inna jest sytuacja, gdy ,apetyt” ciggu rosnie w mia-
re jedzenia, tzn. gdy niezaleznie od tego, jak wysoki
poziom ustawimy, wszystkie wyrazy ciggu od pewnej
chwili czasu przekroczg ten poziom. Zachowuje sie tak
np. cigg geometryczny o ilorazie 2 postacil, 2, 2%,2%...
Mowimy wtedy, ze ciag dazy do nieskoniczonosci albo
ze cigg ma granice niewlasciwa réwng nieskonczono-
$ci. (Analogicznie definiujemy granice niewtasciwg
réwng minus nieskonczonosci).

Wreszcie cigg, ktory nie ma granicy (wlasciwej lub
niewlasciwej), mozna przyréwnac do osobnika skrajnie
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Rys. 1
Zbieznos¢ ciggu (1 + 1/n)"
do liczby Eulerae
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niezdecydowanego, ktdry przez cale swoje, nieskon-
czone w tym przypadku Zycie waha si¢ co do wybo-
ru celu. Prosto ilustruje to ciag 1, -1,1, -1, 1, -1, ...,
co chwile zmieniajgcy zdanie co do kierunku, jak
w powiedzeniu: ,,I chcialabym, i boje si¢”.

Swiat granic ciggéw ma swoje prawa, takie jak
twierdzenie o granicy sumy i iloczynu ciggow zbiez-
nych czy o trzech ciggach, ktore pozwalajg bada¢
zbiezno$¢ ciagu i wyznaczaé granice latwiej niz
z bezposrednim odwotaniem do definicji. Pojawiajg
sie tu tez pewne tajemnice w postaci tzw. wyrazen
nieoznaczonych, gdy regul nie ma (np. mimo ze dwa
ciagi daza do tej samej granicy rownej 0, ich iloraz
nie musi wcale dazy¢ do 1, a nawet dla dowolnie przez
nas wybranej liczby mozna skonstruowa¢ przykla-
dy takich ciagéw, dla ktérych granica ilorazu jest tej
liczbie réwna). Bywa tez, ze wiemy o istnieniu gra-
nicy, chociaz nie mamy doktadnej informacji o niej.
Pomocne tu jest np. twierdzenie o ciggu monoto-
nicznym i ograniczonym. Wynika z niego, ze jezeli
kolejny wyraz ciagu jest zawsze wiekszy od poprzed-
niego, a jednocze$nie wszystkie wyrazy lezg ponizej
poziomu pewnego ,,sufitu”, to ten cigg na pewno jest
zbiezny i jego granica lezy gdzie$ pod tym ,,sufitem”
lub na nim. Nie znamy wprawdzie doktadnie lokali-
zacji granicy, ale w przyblizeniu wskazujg jg warto-
$ci wyrazow ciagu o wysokich numerach. Poza tym,
wiedzgc, ze granica ta istnieje, mozemy bada¢ wiele
jej wlasnosci.

Jako ilustracja niech postuzy nam ciag (1 + 1/n)",
patrzrys. 1. Ciag ten jest rosnacy i ograniczony z gory,
wiec jest zbiezny, a jego granice nazywamy liczbg Eu-
lera e. Inaczej mowigc, stala e =~ 2,7182818284590452...
(mocno zwigzana z logarytmami i funkcja wyktadni-
czg, a zatem i z wieloma zastosowaniami matematy-
ki) jest zdefiniowana jako granica powyzszego ciggu.
Juz od XVIII wieku wiadomo, Ze jest ona — podobnie
jak liczba 1 — niewymierna i nie poznamy jej pelne-
go rozwiniecia dziesietnego, lecz jedynie przyblizenia
wymierne, ktére mozemy uzyska¢, m.in. wyliczajac
warto$¢ (1 + 1/n)" dla pewnego konkretnego duzego n.
Poprawnos¢ takiej metody obliczen przyblizonych wy-

nika wprost ze zwigzku miedzy ciagiem a jego grani-
cg zaktadanego w definicji, zgodnie z ktérym réznica
miedzy e a (1 + 1/n)" nie przekracza zadanej doktad-
nosci & dla n dostatecznie duzych (przy czym doprecy-
zowanie owego ,dostatecznie duzy” zalezy od wyboru
warto$ci €). Warto na marginesie zauwazyc¢, ze w przy-
toczonym przyktadzie takze mamy do czynienia z ta-
jemnicg wyrazen nieoznaczonych: chociaz podstawa
1+ 1/n dazy do 1, ciag (1 + 1/n)" nie zbiega do 1, ale
do e # 1. Powodem jest to, ze wykltadnik n zmierza
do nieskonczonosci, a w takim przypadku zwykle
zasady arytmetyczne nie dzialajg...

o Teoria szeregow

Definicja granicy ciggu i umiejetno$¢ badania, a potem
postugiwania sie granicg takze w sytuacji, gdy jej warto-
$ci nie znamy, a nawet nie mozemy poznac, jak w przy-
ktadzie z liczbg Eulera, pozwala nam wej$¢ w teorie sze-
regow (czyli nieskonczonych sum), najpierw szeregow
liczbowych, a potem funkcyjnych, gdzie szczegdlng
role odgrywajg szeregi Taylora i Fouriera, dzieki ktd-
rym wiele funkcji mozna przedstawi¢ w postaci nie-
skonczonych sum wielomianéw lub prostych funkeji
trygonometrycznych (patrz rys. 2). Takie przedstawie-
nie z kolei jest kluczowe dla tworzenia wielu metod
numerycznych stosowanych w obliczeniach przybli-
zonych. I kto ze zwyklych uzytkownikow kalkulatora
by pomyslal, ze gdzie$ gteboko u podstaw jego dziala-
nia znajduje si¢ pojecie granicy ciagu!

e Granica funkgji a pochodne i catki

Koncepcje granicy ciagu liczbowego rozszerza sie
jeszcze w innym kierunku. Zamiast ograniczac sie
do ciggdw, mozemy rozwazy¢ ogdlny przypadek
funkeji i bada¢ zachowania wartosci tej funkgji,
gdy argumenty daza do pewnego wybranego celu.
Oczywiscie wymaga doprecyzowania nie tylko to,
co mamy na my$li, mowigc, ze argumenty zmierzajg
do celu, lecz takze sposob mierzenia/oceniania tzw.
asymptotycznego zachowania wartosci funkgji f (x).
Ogolna idea daje si¢ stosunkowo prosto sformutowa,
gdy i argumenty, i warto$ci funkcji pochodza z prze-
strzeni metrycznych. Wtedy powiemy, ze funkcja
f(x) ma granice g (albo ze wartosci funkeji f(x) daza
do g) przy x dazacym do a, gdy wybierajac w zbio-
rze wartosci funkcji kule K o $rodku g i dowolnie
malym promieniu znajdziemy w dziedzinie funkeji
taka kule K, o srodku a, ze wszystkie warto$ci funk-
cji dla argumentéw z K, wpadajg w kule K. Inaczej
mowiac, g jest granicg funkeji f(x) przy x dazacym
do g, jesli warto$ci funkcji sa w bliskim (tzn. o ma-
tym promieniu) otoczeniu g dla argumentéw z od-
powiednio bliskiego otoczeniu a. (Gwoli $cistosci:
pomijam tu wszystkie detale dotyczace charakteru
elementu a, ktéry oczywiscie musi by¢ w pewien spo-
sOb zwigzany z dziedzing funkeji, chociaz wcale nie
musi do niej naleze¢).



Takie ujecie idei granicy funkcji jest oczywiscie
bardzo ogdlne i mozna je uszczegdtowié na rézne spo-
soby, a takze rozszerza¢. Na przyklad gdy rozwazamy
podstawowy przypadek funkcji, ktérych argumenty
i wartosci to liczby rzeczywiste, mozemy do$¢ tatwo
dodac¢ definicje granicy funkcji (okreslonej oczywi-
$cie na pewnej polprostej) przy argumentach daza-
cych do nieskoniczonosci (przez analogie do definicji
granicy ciggu) lub do minus nieskoniczonosci, a takze
granice jednostronne, w ktorych w definicji bierzemy
pod uwage otoczenie punktu tylko z jednej jego strony
(co w przypadku argumentow z prostej rzeczywistej
ma jasny sens). Ponadto mozemy - tak jak dla ciagow
- dopusci¢ granice niewlasciwe.

Nie koniec na tym. Uzbrojeni w takie narzedzie
stosujemy je dla pewnych szczegdlnych odwzorowan,
wprowadzajac w ten sposob kolejne — kluczowe i dla
teorii, i dla aplikacji matematyki - pojecia, jak cigglos¢
i rozniczkowalno$¢ funkgji, bez ktérych trudno wy-
obrazi¢ sobie klasyczng fizyke i podstawowy model
$wiata, ktdry nas otacza. Jako granice pewnych nieco
bardziej skomplikowanych obiektow definiujemy tak-
ze calki roznych typow, poczawszy od catki Riemanna,
roéwnie wazne z punktu widzenia zastosowan matema-
tyki w naukach podstawowych i inzynierskich.

e Krzywa Gaussa i metody Monte Carlo

Ale nie tylko rachunek rézniczkowy i catkowy bazuje
na matematycznym pojeciu granicy. Mozna je spotkaé
- mniej lub bardziej jawnie - w niemal kazdym dziale
krélowej nauk. Mnie osobiscie bardzo bliska jest te-
matyka praw wielkich liczb i twierdzen granicznych
w rachunku prawdopodobienstwa, gdzie s3 badane
granice z prawdopodobienstwem 1 i granice wedlug
rozktadu pewnych ciggéw zmiennych losowych,
w podstawowej wersji sum cze$ciowych ciggéw nie-
zaleznych zmiennych losowych o jednakowym roz-
ktadzie. Okazuje sig, ze przy bardzo ogdlnych zato-
zeniach o rozkladzie sktadnikéw (inaczej méwiac,
o charakterze ich losowosci) sumy po odpowiednim
unormowaniu zachowujg si¢ w granicy w pewnym
sensie uniwersalnie, gdy liczba skladnikow ro$nie
do nieskonczonosci.

Na przyktad wystarczy, ze istnieje warto$¢ oczeki-
wana rozktadu sktadnika, by sumy podzielone przez
liczbe sktadnikow (tzn. srednie arytmetyczne) tra-
cily losowo$¢ i zbiegaty z prawdopodobienstwem 1
do stalej rownej tej wartosci oczekiwanej (o czym
moéwi mocne prawo wielkich liczb Kolmogorowa).
Twierdzenie to stanowi podstawe pewnej waznej
grupy metod numerycznych, w ktérych przyblizo-
ne warto$ci wielkosci deterministycznych uzysku-
jemy przez pewne losowanie. Pomyst ten, wprowa-
dzony przez polskiego matematyka Stanistawa Ula-
ma do obliczen przy pracach nad bombg atomowg
w Los Alamos i wowczas nazwany metoda Monte
Carlo, byl w szczegolnych przypadkach stosowany
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juz wezeéniej. Znanym przykladem jest XVIII-wiecz-
ny problem znany pod nazwg ,,igla Buffona”, w kt6-
rym wielokrotnie losowo upuszczajac igle na plansze
z zaznaczonymi rownolegtymi i réwno oddalony-
mi od siebie liniami (przy czym igta jest krotsza niz
przerwa miedzy prostymi), zliczamy, jak czesto igla
przecieta ktorg$ z linii. Na podstawie m.in. prawa
wielkich liczb mozna pokaza¢, ze otrzymana cze-
sto$¢ wraz z informacjg o dtugo$ci igly i o odlegtosci
miedzy prostymi pozwala dobrze oszacowa¢ warto$¢
liczby m.

Gdy rozktad sktadnikéw sumy ma skonczona nie-
zerowg wariancje, sumy przesuniete o $rednig i po-
dzielone przez odchylenie standardowe — majg asymp-
totycznie ten sam standardowy rozklad normalny
(inaczej gaussowski) niezaleznie od tego, jaki doktad-
nie jest rozklad sktadnikow. Fakt ten jest znany jako
centralne twierdzenie graniczne Lindeberga-Lévy’ego
i dostarcza wyjasnienia popularnoéci krzywej Gaussa
(dzwonowej) w statystycznej analizie danych, uzywa-
nej powszechnie m.in. w finansach, medycynie, psy-
chologii czy naukach spotecznych.

Mam nadzieje, ze te kilka przykladow wykorzysta-
nia matematycznego pojecia granicy dobrze ukazuje,
jak wazne jest to pojecie, jak kluczowg role odgrywa
i w jakim stopniu wszyscy z niego — zazwyczaj nie-
$wiadomie — korzystamy. m

Rys. 2

Lbiezno$¢ szerequ Fouriera
sygnatu pitowego do tego
sygnatu (n to liczba
wykorzystanych sktadnikow
szeregu dla uzyskania
przyblizenia sygnatu)
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