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PRAWDA O PRZYSZEOSCI I POJECIE OBLICZEN

STRESZCZENIE

Tekst jest pos§wiecony problemowi wykorzystania teorii obliczalnoSci w naukach
empirycznych, ktore kieruja swoja uwage na zdarzenia przyszle. Podstawowy rozwa-
zany problem jest taki: jak polaczy¢ intuicyjne pojecie nieprzewidywalnosci ze $ci-
stym pojeciem obliczalnoéci? Centralna dla tej linii mys$lenia jest jednak nastepujaca
kwestia: czy $wiat realny mozna modelowaé¢ na komputerze? Autor zaklada, po
pierwsze, ze wiedza o przyszlo$ci magazynowana jest w zdaniach, po drugie, ze jeden
ze sposobow jej uzyskania polega na wykorzystaniu matematycznych formut opisuja-
cych ewolucje w czasie, to jest rownan ruchu (zdania o przysztoSci sa wiec zdaniami o
polozeniach obiektow w przyszlosci). Cel jest ujety trywialnie: pokazac, ze zdania o
przyszloSci moga by¢ formulowane w sposéb, ktéry wymaga zaangazowania matema-
tyki niealgorytmicznej. Bardziej precyzyjnie: pokazaé, ze dla kazdego réwnia ruchu i
wszelkich mozliwych warunkéw poczatkowych nie istnieje program, ktéry odpowiada
tak/nie na pytanie, czy rownanie posiada okresowe rozwiazania, czy nie. Schemat
rozumowania jest nastepujacy: zakladamy (reductio od absurdum), ze maszyna Tu-
ringa wyposazona jest w program, ktoéry wycina okresowo$¢ w rozwigzaniach roéwnan
ruchu. Postulat testowania okresowosci bierze sie stad, ze jej obecno$é $wiadezy o
efektywnosci operacji/funkeji. Jest jasne, ze warunki poczatkowe musza by¢ obli-
czalne/rekurencyjne. Z tego wzgledu, ze zbiér liczb rzeczywistych jest nieskonczo-
ny/nieprzeliczalny mozemy dopusci¢, ze ktoéras operacja (funkcja) z ich udzialem
bedzie w koncu nieefektywna (rezultaty Banacha/Mazura, Turinga, Pour-
El/Richardsa, Chaitina, Battermana). To upowazni nas do wykorzystania ,twierdze-
nia o stopie” dla maszyny Turinga i w rezultacie do stwierdzenia, ze klasa réwnan
ruchu jest nierozstrzygalna.

1. WSTEP

W myéleniu o przyszloSci obecne jest silne poczucie dyskomfortu, ktore
ma zrodlo w tym, ze na rézne sposoby probujemy przyszlo§é przewidziec
i najczesciej sie okazuje, ze cel nie zostal osiggniety. Obowigzuje tez regula,
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ze mylimy sie tym bardziej, im dalej wybiegamy w przyszlos¢, czyli gdy pre-
dykcje dotycza dtuzszych okresow czasu. Dlatego mowimy, ze przyszlosé jest
z gruntu nieprzewidywalna. Moim celem jest dodanie do intuicyjnego rozu-
mienia nieprzewidywalno$ci przyszloéci tych znaczen, ktore wigzg sie z poje-
ciem nieefektywnych obliczefn w sensie deterministycznej maszyny liczace;j.
Zakladam, rzecz jasna, ze dwie plaszczyzny refleksji nad nieprzewidywalno-
Scig, intuicyjna i obliczeniowa, nie pozostaja ze sobg w sprzeczno$ci, a wrecz
przeciwnie, uzupekniaja sie. Skupiajac sie na obliczeniowej stronie fenomenu
bede staral sie pokazaé, ze:

Formutujac zdania o przyszlosci w ten sposdb, ze narzedziem rozstrzygania ich
prawdziwoSci jest maszyna matematyczna wraz z wpisanymi w nig réwnania-
mi opisujacymi zmiane polozen obiektow w czasie trzeba uwzglednié logiczna
nieefektywnos¢.

Wspomnie¢ tu nalezy o nastepujacym problemie. Ot6z niektérzy filozofo-
wie 1 logicy sa zdania, ze rozwazania o ,prawdzie przyszlej” nalezy odseparo-
wa¢é od ontologii, poniewaz prowadzenie ich réwnolegle ze sporem determi-
nizm-indeterminizm moze inspirowac¢ rewizje logiki klasycznej (dla Lukasie-
wicza warto$§¢ Y ma wiladnie wyrazny ,metafizyczny posmak”, bo ilustruje
rzeczywisto$¢ pozajezykowa, czyli zjawisko niezdeterminowania zdarzen).!
Podejscie takie warte jest uwagi choéby z tego powodu, ze preferowane tu
spojrzenie na przyszlo$¢ zakladajace wykorzystanie formul matematycznych
opisujacych zmiane polozen obiektow w czasie podpowiada stosowanie logiki
klasycznej, a ta jest tradycyjnie dwuwarto$ciowa i autor bedzie sie tego trzy-
maé. Z drugiej strony, rownania ruchu wykorzystujemy do opisu $wiata
fizycznego, a w tym kontek$cie ucieczka od refleksji metafizycznej moze by¢
kwestionowana. Tylko, ze czynigc zado$¢ ostatniej sugestii, narazamy sie
zn6éw na niebezpieczenstwo, ze zbyt dlugie pozostawanie pod jej wplywem
pociggnie probe zreformowania logiki. Wyjéciem z klopotéw moze by¢ izola-
cja tej czeSci metafizycznej spekulacji, ktéra ma niewygodne dla logiki
klasycznej implikacje.

Odnoénie prawdy i metod jej rozstrzygania, to przyjeciu zalozenia, ze zda-
nie o przyszlo$ci jest juz dzisiaj prawdziwe badz falszywe, towarzyszy¢ bedzie
przekonanie, ze mozna podwazy¢ efektywno$¢ pewnego typu procedur, ktore
uruchamiamy usilujgc te warto$ci rozpoznaé. Dokladnie rzecz biorac, idzie tu
o ten rodzaj mechanicznych postepowan, ktore skutkuja nieobliczalnoScig
w rozumieniu deterministycznej maszyny Turinga. Zaistnienie operacji
o takiej charakterystyce bedzie w rezultacie prowadzilo do stwierdzenia, ze

dla kazdego rownania ruchu i wszystkich mozliwych warunkéw poczatkowych
nie istnieje uniwersalny algorytm, ktoéry odpowiada tak/nie na pytanie, czy
rownanie (uklad réwnan) posiada okresowe rozwigzania, czy nie.

1 G. Malinowski, Logiki wielowarto$ciowe, PWN, Warszawa 1990, s. 32.
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Rozumowanie, ktére ma to pokazac, jest nastepujace: zakladamy (reduc-
tio ad absurdum), ze maszyna Turinga rozwigzujac dowolne rownanie ruchu,
wyposazona jest w program, ktéry wycina okresowo$¢ w rozwigzaniach.
Postulat testowania okresowosci bierze sie stad, ze jej obecno$é $wiadczy
o obliczalno$ci operacji (okresowo$¢ rozwiniecia liczby rzeczywistej jest spek-
takularnym przykladem obliczalnosci). Wiadomo, ze warunki poczatkowe
kodowane w maszynie musza by¢ obliczalne. Od niealgorytmicznych ciagéw
symboli binarnych maszyna z definicji nie startuje. Z tego znéw powodu, ze
jest ich nieprzeliczalnie wiele, jest pewno$¢, ze ktoras operacja z ich udzialem
bedzie w koncu nieefektywna. W artykule Obliczalnos¢ a swiat realny?
w tym miejscu rozumowania pojawily sie wyniki z obszaru tak zwanej obli-
czalnej analizy, Banacha i Mazuras3 oraz Pour-El i Richardsa.4 Teraz potrzeb-
ng nieobliczalno$¢ wyprowadzimy z teorii chaosu, via teoria algorytmicznej
informacji. To pozwoli nam wykorzysta¢ twierdzenie o (rekurencyjnej) nie-
rozwigzywalno$ci problemu stopu dla maszyny Turinga i w konsekwencji
orzec, ze klasa rownan ruchu jest nierozstrzygalna. W odniesieniu do co
najmniej jednego réwnania nie istnieje bowiem program stwierdzajacy, czy
posiada okresowe rozwigzania, czy nie.

Efekty przedsiewziecia polegajacego na wykazaniu, ze zdania o przyszlosci
maja czesto postac niealgorytmiczna, moga staé sie glosem w sporze miedzy
realizmem a antyrealizmem semantycznym. Moze sie bowiem okazaé, ze
w niektorych przypadkach latwo daje sie okresli¢c tak zwane warunki
prawdziwo$ci matematycznej wypowiedzi o przysztosci, ale nie sposob tej
wypowiedzi dowies¢, czyli efektywnie zrealizowaé operacji (obliczania), ktora
ta wypowiedz zaklada. Fakt istnienia analitycznej nieobliczalno$ci powinien
tez prowadzi¢ do wniosku, ze tak zwany Swiat realny zawiera zadziwiajacy
~bezprawny” obszar, ktory opiera sie cyfrowej reprezentacji. Taki stan rzeczy
jest oczywiScie motywem poszukiwania niestandardowych sposobéw licze-
nia, gléwnie komputingu analogowego, cho¢by w postaci neural nets. Trzeba
jednak podkresli¢, ze oczekiwane sukcesy obliczania analogowego nie prze-
szkadzaja w sformulowaniu generalnego wniosku, ze efektywna cyfrowa
komputacja stoi na przecieciu wszystkich mozliwych modeli Uniwersum.
Dziedzina, w ktorej daje sie zrealizowad, jest rozlegla, a decydujace jest to, ze
w matematycznych postepowaniach, ktére odslaniaja anomalie nieefektyw-
noéci punktem wyjScia sg zawsze obiekty podlegajace obliczalnej cyfrowej
deskrypcji.

2 Artykul ten zostanie opublikowany w nastepnym tomie czasopisma FILOZOFIA A NAUKA.

3 S. Mazur, Computable Analysis, Rozprawy Matematyczne XXIII, PWN, Warszawa 1963.

4 M.B. Pour-El, J. I. Richards, Computability in Analysis and Physics, Springer, Berlin—
Heidelberg 1989.
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2. REALIZM SEMANTYCZNY

Refleksja nad sporem realizm-antyrealizm semantyczny dotyczy jego
matematycznej wersji, poniewaz odpowiada to postawionemu tu zadaniu.
Przypomnijmy: jest nim wykazanie, ze zdania o przyszlo$ci mozna formuto-
waté z uzyciem deterministycznego komputera przy zakodowanych w nim
formulach opisujacych ewolucje w czasie, wraz z warunkami poczatkowymi.
Oznacza to, ze korzystamy z maszyny matematycznej o okreSlonym zbiorze
(rekurencyjnych/deterministycznych) instrukcji, wraz z (rekurencyjnymi)
liczbami rzeczywistymi reprezentujacymi warunki poczatkowe. Innymi sto-
wy, chcemy efektywnie obliczyé/dowie$é przy pomocy maszyny, ze przy-
szlo$¢ bedzie taka a taka. Celowo pomijamy tu te odmiane reali-
zmu/antyrealizmu  semantycznego, ktéra  akcentuje  empiryczno-
weryfikacyjng strone zagadnienia. Mozna przypuszczac, ze jezeli wyzej okre-
§lone zadanie zostanie zrealizowane, to bedzie glosem w sporze. Co wazne,
bedzie nim gléwnie wtedy, gdy sie okaze, ze przyszlosci nie mozna efektywnie
obliczy¢.

Jak wiemy, intuicjonizm zaproponowat

...nowa odpowiedzZ na pytanie, czym jest rozumienie zdania matematycznego;
nie ma by¢ ono znajomoscia tego, na czym polega prawdziwo$¢é owego zdania,
niezaleznie od mozliwo$ci ustalenia przez nas jego prawdziwosci czy falszywo-
$ci, lecz znajomoScia tego, co jest wymagane, by je dowie$¢. Ujmujac to we
wezes$niej wprowadzonych terminach, zdania matematyczne nalezy interpre-
towa¢ jako deklaracje, a nie jako afirmacje.s

Antyrealiéci rozszerzyli dziedzine, w ktorej powinna funkcjonowaé intuicjo-
nistyczna dyrektywa znaczeniowa, o zdania niematematyczne. Nie musza to
by¢ wylgcznie zdania o faktach; moga to by¢ zdania o przedmiotach intencjo-
nalnych, a nawet sprzecznych. Sktadowa matematyczng antyrealizmu dobrze
ilustruja stowa Heytinga (ucznia Brouwera, tworcy intuicjonizmu):

...Dowod jakiego$ stwierdzenia jest konstrukcja matematyczng, ktoéra z kolei
mozna traktowaé w spos6b matematyczny. Intencja takiego dowodu prowadzi
zatem do nowego zdania. Jezeli oznaczyé przez + p zdanie: “zdanie p jest
dowodliwe”, to + jest funkcja logiczng, mianowicie dowodliwoécig. Stwier-
dzenia (Behauptungen) > p i >+ p maja to samo znaczenie. Istotnie, jesli p
jest udowodnione, to udowodniona jest tez dowodliwoé¢ p, a gdy udowod-
nione jest + p , to zostala spelniona intencja [podania] dowodu p , to znaczy
P zostalo udowodnione. Mimo to zdania p i + p nie sa identyczne, co naj-
lepiej pokazaé na przykladzie. Przy obliczaniu stalej Eulera C' moze sie zda-
rzyé, Ze pewna liczba wymierna, powiedzmy A , zawarta jest nadzwyczaj dlugo

5 M. Dummett, Realism and Anti-realism, w: M. Dummett, The Seas of Lanquage, Clarendon
Press, Oxford 1993, s. 462—478, przeklad: Realizm i antyrealizm, w: Filozofia brytyjska u schytku
XX wieku, red., P. Gutowski, T. Szubka, TN KUL, Lublin 1998, s. 77.
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w przedziale, w ktérym przyblizamy coraz bardziej C, tak ze dochodzimy w
konicu do przypuszczenia, ze C jest rtbwne A, to znaczy oczekujemy, ze przy
dalszych obliczeniach ciggle znajdowa¢ sie bedziemy w naszym przedziale A .
Przypuszczenie takie nie jest jednak zadna miara dowodem, ze tak zawsze
bedzie. Zdanie + (C = A) mowi wiecej niz zdanie (C = A4) .6

Co innego zatem znaczy ,wiedzie¢, na czym polega prawdziwo$¢ zdania
matematycznego”, a co innego znaczy ,zna¢/przedstawi¢ jego dowod”. Nale-
zy odrézni¢ tak zwane warunki prawdziwosci od tak zwanych warunkow
stwierdzalno$ci. Dla antyrealisty przedstawienie (konstruktywnego) dowodu
zdania matematycznego stanowi co$§ wiecej niz postulowanie jego praw-
dziwosci bez mozliwosci jej ustalenia. Dla realisty prawda przekracza znow
mozliwosci jej rozpoznania. Jezeli uwzglednimy racje antyrealisty, to otrzy-
mamy wniosek, ze matematycy przez trzysta lat nie rozumieli slynnej
nieré6wno$ci Fermata, bo zdanie to zostalo udowodnione dopiero w latach
dziewiecédziesigtych XX wieku. Przyklad ten jest tez ciekawy z tego wzgledu,
ze przed podaniem pelnego dowodu istnialy dowody czastkowe. Wszyscy
zainteresowani mieli przy tym jakie$ zrozumienie luk, ktore trzeba zapehic.
Wracajac do problemu algorytmiczno$ci zdan o przyszlosci formulowanych
przy pomocy maszyny, to moze sie okaza¢, ze zapetlenie w ktére wpada pro-
gram komputerowy uniemozliwia efektywne obliczenie przyszlosci. Fakt taki
bylby zatem réwnowazny brakowi konstruktywnego dowodu (dowodu, ze
przyszto$c bedzie tak a nie inaczej skonfigurowana). Stad musimy liczy¢ sie
z tym, ze prawdziwo$¢ niektorych zdan o przyszlosci nie zostanie nigdy roz-
strzygnieta. Chyba, ze empirycznie, gdy uzyskaja one w koncu kwalifikacje
zdan o terazniejszoSci.

3. PRAWDA O PRZYSZEOSCI I POJECIE
MECHANICZNEJ PROCEDURY

Ogolnie ujmujac, mechaniczna procedura to zbiér regul, ktore porzadkuja
jaka$ aktywno$é gwarantujac przy tym jej zakonczenie. Latwo zauwazyé, ze
zadanie zakonczenia, czyli postulat efektywnos$ci, ma tu podstawowe znacze-
nie. Procedury nieefektywne, wiec ciagnace sie w nieskonczono$¢, nie sa pro-
cedurami w sensie wlasciwym. To samo powiedzie¢ trzeba o algorytmach.
Uwaza sie, ze intuicyjnie oczywiste pojecie mechanicznej procedu-
ry/algorytmu nie daje sie zadowalajaco sformalizowac. Préba jego formaliza-
¢ji byl, jak wiadomo, projekt maszyny matematycznej Turinga. Mozna
podzieli¢ sie jednak refleksja, ze pojecie mechanicznej procedury jest z pew-
no$cig nieformalne i nieprecyzyjne, ale jedynie w kanonicznym (rekurencyj-

6 A. Heyting, Die intuitionistische Grundlegung der Mathematik, Erkenntnis, 1931, t. 2, s. 106—
115; thum., Intuicjonistyczne podstawy matematyki, w: Wspélczesna filozofia matematyki, red.,
R. Murawski, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2002, s. 68.
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nym) matematycznym sensie. Model Turinga nie zawiera w gruncie rzeczy
nic nieprecyzyjnego: mamy pola z symbolami, czytnik, stan aktywny, stan
pasywny, zbiér deterministycznych instrukcji... Co najwazniejsze, zadnego
marginesu dla dowolnoéci. Nie ma wiec mowy o jakiej$ przednaukowej ,intu-
icji”, czy prze$wiadczeniu, tylko raczej o zapisie, ktory nie jest podrecznikowo
rekurencyjny. Moze by¢ jednak i tak, ze dla nastepnych pokolen reprezenta-
cja maszynowo-algorytmiczna bedzie czym$ bardziej naturalnym niz reku-
rencyjna.

3.1. Algorytm

Nieformalnie rzecz biorac, algorytm to zbiér zasad niezbednych do wyko-
nania zadania obliczeniowego. A bardziej precyzyjnie:

Algorytm to skonczonego rozmiaru abstrakcyjny przepis zarzadzajacy
procesem, ktory moze by¢ przeprowadzony mechanicznie przez czlowieka
lub maszyne liczaca w skoficzonym czasie.

Efektywne obliczenia albo efektywna procedura C jest mechaniczng pro-
cedura, ktéra moze by¢ zastosowana dla pewnej klasy symboli wejéciowych
s, 1 ktora ewentualnie dostarczy dla nich symboliczne wyjscie 7. Proces ten
mozna opisa¢ wzorem C(s)=1t. Algorytm nie musi by¢ zdefiniowany dla
wszystkich warto$ci wejSciowych. W takim przypadku procedura ciggnie sie
w nieskonczono$¢. Zbiega sie to z faktem, ze istnieja funkcje czeSciowo-
rekurencyjne. Chociaz sekwencje wejéciowe i wyjSciowe, jak rowniez rozmiar
pamieci wewnetrznej musza by¢ ograniczone, to nie ma specjalnych restryk-
cji odnoénie ich rzeczywistego rozmiaru. To samo stosuje sie do dlugosci
deskrypcji algorytmu oraz czasu jego egzekucji; zdarza sie, ze relatywnie
s,male” programy wymagaja ,,duzego” czasu wykonania i produkujg ,,0lbrzy-
mie” wyjScie. Przedstawione powyzej definicje algorytmu i efektywnych obli-
czen s oczywiscie nieformalne. Kwestia, czy istniejg formalne (matematycz-
ne) pojecia korespondujace z tymi heurystycznymi przyblizeniami, wydaje
sie by¢ kluczowa. Szczeg6lnie idzie tu o termin ,mechaniczna procedura”,
ktory powinien byc¢ Scisle formalnie zdefiniowany. Dodajmy, ze ,$cisle” w
sensie zastanych matematycznych konwencji. Pozytywna odpowiedz daje
teza Churcha-Turinga stanowiac, ze klasa funkcji okreslonych przy pomocy
intuicyjnego pojecia ,efektywnej mechanicznej procedury” jest identyczna
z klasa funkcji (czesciowo) rekurencyjnych. Najbardziej znana mechaniczng
procedura jest algorytm Euklidesa, przy pomocy ktérego po wykonaniu
skonczonej ilo$ci operacji mozna znalez¢ na przyklad najwiekszy wspolny
dzielnik dowolnej pary liczb naturalnych. Po kazdym kolejnym kroku oczywi-
stym jest tu krok nastepny. Oczywiste jest rowniez zakonczenie procedury.
Daje sie jg przy tym opisa¢ w skonczony sposob jako skonczony zbior dyrek-
tyw, mimo ze stosuje sie do wszystkich liczb naturalnych.
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3.2. Prawda o przyszlo$ci i r6wnania ruchu

W prowadzonych tu rozwazaniach przyjeto, ze wzory matematyczne opi-
sujace ewolucje w czasie, czyli rownania ruchu, odpowiadaja za transmisje
prawdy w czasie. Oparto sie zatem na do$¢ trywialnej konstatacji, ze jezeli
kto$ oblicza polozenia obiektu w przyszlosci, to w istocie buduje zdanie
o przyszlosci. Zdanie, ktore okaze sie prawdziwe wtedy, gdy dobrze dokona
pomiaru warunkéw poczatkowych oraz dzialan, a falszywe wtedy, gdy przy-
najmniej jedna z tych czynno$ci bedzie niepoprawna. Sama formula opisuja-
ca dynamike jest z zalozenia prawdziwa, to jest adekwatnie odzwierciedla
porzadek rzeczy (ksztalt zmian). Prawda peregrynuje wiec od zdan o warun-
kach poczatkowych do zdan o przyszlych polozeniach obiektow. Podobnie
z falszem. Zdania o przyszloéci moga mieé postaé

S, — obiekt o, znajduje si¢ w miejscu p, w czasie ¢,
S, — obiekt 0, znajduje si¢ w miejscu p, w czasie ¢,
S, — obiekt o, znajduje si¢ w miejscu p, w czasie ¢,

a ich zbior (S,,....,S,) jest z pewnoécia nieskonczony i nieprzeliczalny. Tak
samo jak zbior liczb rzeczywistych, ktore reprezentuja warunki poczatkowe.
Moga mu jednak przystugiwac jeszcze inne cechy, gdyby sie na przyklad oka-
zalo, ze klasa rownan ruchu nie jest rozstrzygalna.

4. ROZSTRZYGALNOSC (ENTSCHEIDUNGSPROBLEM HILBERTA)

Zagadnienie rozstrzygalnoSci zwigzane jest z nazwiskiem niemieckiego
matematyka D. Hilberta i jego programem rekonstrukcji matematyki w ter-
minach czysto syntaktycznych. Charakterystycznym dla tego programu bylo
takie rozumienie prawdy matematycznej, ze funkcjonuje ona jedynie w gra-
nicach systemu formalnego, ktéry podlega deskrypcjom finitarnym.” Kazdy
dowod matematyczny mial by¢ skoficzong manipulacjg na liscie symboli (w
szczegoblnosci dotyczyé to mialo postulowanego dowodu niesprzeczno$ci ma-
tematyki).8 Formalizacja, ktora zajmowala centralng pozycje w programie,
miala eliminowac, z jednej strony, konieczno$¢ operowania pojeciem znacze-
nia zdania matematycznego, z drugiej strony, intuicje.

System formalny S jest systemem symboli wraz z zasadami ich uzycia.
Symbole indywidualne s3 elementami alfabetu. Formuly sa sekwencjami
symboli. Nalezy zdefiniowa¢ klase formul, ktére nazywa sie formulami do-
brze uformowanymi, oraz klase dobrze uformowanych formul, ktoére nazywa

7 Za finitarne Hilbert uznawal te rozwiazania, ktére dzi§ nazywamy efektywnymi, algorytmicznymi.
8 Hilbert zadal, by twierdzenia, ktére wczeéniej zostaly udowodnione $rodkami niekonstruktyw-
nymi uzyskaly dowdd w znaczeniu konstruktywnym (finitarnym).
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sie aksjomatami (moze ich byé skonczona albo nieskonczona ilos¢). Dalej,
trzeba okresli¢ liste zasad, ktore nazywa sie zasadami inferencji. Jezeli zasade
inferencji nazwiemy R , to bedzie ona definiowala relacje bezposredniej kon-
sekwencji R' miedzy zbiorem dobrze uformowanych formul M,...,M ,
czyli zalozeniami, a formula /', czyli konkluzja (twierdzeniem).

Jezeli uzyjemy jezyka nauk komputerowych, to system formalny powinien
by¢ implementowany jako skonczonych rozmiaréw program komputerowy,
ktéry na wyjsciu dostarcza wszystkie prawdziwe twierdzenia matematyczne.
Z pojeciem hipotetycznego programu komputerowego, ktory generuje
wszystkie prawdy matematyczne, blisko zwigzanie jest pojecie uniwersalnej
procedury rozstrzygania, czy konkretna sekwencja symboli posiada dowdd,
czy nie. Aby przyblizy¢ to drugie pojecie, zacytujmy Tarskiego:

Przez procedure rozstrzygania dla danej sformalizowanej teorii 7' rozumiemy

metode, ktora pozwala nam rozstrzygna¢ w kazdym poszczegbdlnym przypad-
ku, czy dane zdanie, sformulowane w jezyku teorii T, da sie udowodnié przy
uzyciu érodkéw dostepnych w T (lub ogélniej, moze byé rozpoznane jako
wazne w 1'). Problem rozstrzygalnosci dla 7' to problem udzielenia odpowie-
dzi na pytanie, czy istnieje procedura rozstrzygania dla 7' (i ewentualnie
kwestia pokazania takiej procedury). Teorie T nazywamy rozstrzygalng badz
nierozstrzygalng w zaleznos$ci od tego, czy problem rozstrzygalnosSci dla niej
ma rozwiazanie pozytywne, czy negatywne.9

Tarski nie uzywa tu okreélen ,,uniwersalna”, ani ,mechaniczna”, ale majac na
uwadze to, ze Hilbert chcial zmechanizowa¢ cala matematyke, mamy pod-
stawowe znaczenie pojecia ,,uniwersalnej procedury rozstrzygania”. Sadzi sie,
ze istnienie uniwersalnej procedury dowodowej znosiloby zasadno$c¢ aplikacji
uniwersalnej procedury rozstrzygania. Na pozytywny aspekt badan nad roz-
strzygalnoScia zwraca uwage Tarski przedstawiajac nastepujacy przypadek:
mamy maszyne do dowodéw oraz maszyne do rozstrzygnie¢. Maszyna do
dowodow produkuje zdania dowodliwe w czasie skoficzonym, ale nie daja-
cym sie z gory oszacowac, maszyna do rozstrzygnie¢ odpowiada tak/nie, czy
dane zdanie jest dowodliwe, w czasie skoniczonym i dajacym sie z gory osza-
cowaé. Wyobrazmy sobie teraz sytuacje, ze dysponujemy wylacznie maszyna
do dowoddéw. W rezultacie:

...dla dowolnego danego twierdzenia, jesteSmy pewni, ze w skonczonym
okresie czasu, maszyna ta wyprodukuje to zdanie lub jego negacje i przez to
odpowie nam, czy to zdanie jest dowodliwe, czy nie. Jednakze nie da sie z gory
oszacowacé czasu potrzebnego na to. W ten sposob, spotykamy sie z przypad-

9 A. Tarski, A. Mostowski, R. M. Robinson, A General Method in Proofs of Undecidability, w: Un-
decidable Theories, North-Holland Publishing Comp., 1—30, Amsterdam 1953; thum.: Ogélna meto-
da dowodoéw nierozstrzygalnosci, w: A. Tarski, Pisma logiczno-filozoficzne, t. 2, Metalogika, red.
J. Zygmunt, Warszawa 2001.
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kiem, w ktérym nie jest jasne, czy mamy pozytywne rozwigzanie problemu
rozstrzygalno$ci.to

Tarski akcentuje tu trudnoSci realizacji, ale co innego oznacza dyspono-
wacé procedura, ktora dostarcza dowod dla kazdej formuly danej teorii, a co
innego oznacza korzystac z metody, ktéra dla danej teorii sprawdzi, czy kazda
formula posiada dowod, czy nie. Mozna sprawdzaé rozstrzygalno$¢ danej
teorii/klasy nie oferujac zarazem metody dowodzenia dla kazdego zdania tej
teorii/klasy. Przykladem jest proponowany sposob testowania rozstrzygalno-
$ci klasy rownan ruchu, ktory nie jest przeciez sposobem dowodzenia tych
roéwnan. Ogolnie rzecz ujmujac, istnieja zadania, ktére nie ograniczaja sie do
udzielenia odpowiedzi tak/nie. Nalezy cho¢by podaé warto$ciowanie, ktore
spelnia formule logiczng, a nie tylko odpowiedzieé, ze ono istnieje. Pierwsze
zadanie nazywa sie zadaniem funkcyjnym, drugie zaliczy¢ nalezy do grupy
zadan decyzyjnych. Zadania decyzyjne zastepuja zadania funkcyjne jedynie w
przypadku wynikoéw negatywnych. Latwiej tez pokazaé, ze jaka$ teoria jest
nierozstrzygalna niz, ze jest rozstrzygalna. W pierwszym przypadku trzeba
udowodnié, ze zbidr jej twierdzen jest rekurencyjnie przeliczalny, w drugim,
ze jest rekurencyjny. Nierozstrzygalna moze by¢ teoria, problem, badz zda-
nie. Teorig nierozstrzygalna jest np. arytmetyka liczb naturalnych, z mnoze-
niem i dodawaniem. Problemem nierozstrzygalnym jest problem réwnan
diofantycznych, czy tez problem stopu dla maszyny Turinga. Zdaniem nie-
rozstrzygalnym jest jedno z rownan diofantycznych, albo jedno ze zdan God-
la. Krotko, jezeli w obszarze pewnej klasy zagadnien istnieje przynajmniej
jedna kwestia, co do ktorej nie mozna udzieli¢ odpowiedzi tak/nie, to klasa
jest nierozstrzygalna. Odnoénie klasy réwnan ruchu réwniez daje sie skon-
struowaé pytanie testujace jej rozstrzygalno$é/nierozstrzygalnosé. Moze byé
ono takie: czy dla kazdego réwnania ruchu i wszelkich mozliwych
warunkéw poczatkowych istnieje program separujacy przypad-
ki, gdy rozwigzania s3 okresowe od pozostalych? Nalezy podkre-
§li¢, Ze nie jest to pytanie o dowod dla rownania ruchu. Jezeli bedzie mialo
sie odnosi¢ do wlasnoéci posiadania dowodu, to bedzie brzmie¢ tak: czy
mozna dowie$é, ze dowolne réwnanie ruchu przy dowolnych
warunkach poczatkowych nie posiada okresowych rozwiazan?

4.1. Liczby nieobliczalne (rozumowanie diagonalne)
Nieformalnie ujmujac, liczba rzeczywista jest obliczana wtedy, gdy zbliza

sie do pewnego stopnia precyzji dzieki zadanemu z goéry programowi. Liczba
7 jest obliczalna, bo istnieje skonczony algorytm generujacy jej rozwiniecie.

10 A, Tarski, Remarks of Alfred Tarski, Revue Internationale de Philosophie, 27-8, s. 16—0; prze-
druk w: A. Tarski, Collected Papers, v. 1-2, rd. by J. McKenzie and Givant S., Birkhauser Verlag,
Basel 1986; cytat z: J. Wolenski, Epistemologia, PWN, Warszawa 20035, s. 265.
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Jezeli pozadany jest bardzo wysoki stopien precyzji, to obliczanie moze trwac
ekstremalnie dlugo, lecz algorytm sie nie zmienia. Aby wprowadzi¢ nieobli-
czalne liczby rzeczywiste, trzeba wcze$niej wprowadzi¢ liczby rzeczywiste.
Jedna z metod opiera sie na spostrzezeniu, ze kazda liczba rzeczywista r jest
granica pewnego ciggu {r,} liczb wymiernych. Utozsamia si¢ wiec liczby
rzeczywiste z ciaggami do nich zbieznymi. Sa dwa aspekty efektywizacji kon-
wergencji:

1. Ciag liczb wymiernych musi by¢ obliczalny. Czyli, ze musi by¢ obliczalny
przez skonczony zbidr instrukeji zadany z gory.

2. Zbiezno$¢ tego ciggu do granicy musi by¢ efektywna.

Funkcje (stala lub zmienng) traktuje sie jako ciag wtedy, gdy przedmio-
tem zainteresowania sa jej wlasno$ci dla argumentéw bedacych liczbami
naturalnymi. Teoria ciggéw liczb rzeczywistych jest wiec teorig funkcji w
twierdzeniach ktorej wszystkie zmienne wystepujace jako argumenty w wy-
razeniach funkcyjnych sa zrelatywizowane do N . Funkcja « dla argumen-
tow naturalnych moze da¢ cigg rosnacy, malejacy, monotoniczny, zbiezny w
sensie Cauchy’ego, majacy granice, itd. Dowodzac istnienia liczb rzeczywi-
stych korzysta sie z metod niekonstruktywnych (argument diagonalny).
Przykladem zastosowania metody niekonstruktywnej jest dowdd nastepuja-
cego twierdzenia:

TWIERDZENIE 1. Istnieja liczby niewymierne x, y € R — Q takie,
ze x” €Q.

(R — zbidr liczb rzeczywistych, O — zbior liczb wymiernych)
V2
Dowdd: przypadek 1. /2 € O ; przypadek 2. w/2ﬁ ¢ 0, wtedy

G
P27 =260,

Kwestia, ktory przypadek zachodzi, czyli ktora liczba jest wymierna, pozo-
staje nierozstrzygnieta. Istnienie nieobliczalnej liczby rzeczywistej, czyli licz-
by ktérej rozwiniecie nie jest obliczalne sukcesywnie w wyniku efektywnych
obliczen, mozna wykaza¢ dysponujac wpierw definicja obliczalnej liczby rze-
czywistej.

DEFINICJA 1. Liczba rzeczywista x jest obliczalna wtedy, gdy istnieje ob-
liczalny ciag liczb wymiernych, ktory jest efektywnie zbiezny do x .

DEFINICJA 2. (efektywna zbiezno$¢). Ciag {r,} liczb wymiernych jest
efektywnie zbiezny do liczy rzeczywistej x wtedy, gdy istnieje funkcja reku-
rencyjna £ : N — N taka, ze dla kazdego n € N

k > &(n) pociaga |rk - x| <2™
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DEFINICJA 3. (obliczalny ciag liczb wymiernych). Ciag {r,} liczb
wymiernych jest obliczalny wtedy, gdy istnieja trzy funkcje rekurencyjne
a(n),b(n),c(n) z N do N takie, ze

_ (_pyeem @(m)
r(n)=(=1) b

TWIERDZENIE 2. Niech x bedzie obliczalna liczba rzeczywista. Jezeli
x>0, to istnieje efektywna procedura, ktora to pokazuje. Podobnie dla
x <0.Jezeli x =0, to nie istnieje efektywny sposob pokazania tego.!

Istniejg przypadki, gdy konwergencja nie jest efektywna, wtedy potrzebne
sq dwa preliminaryjne fakty:

TWIERDZENIE 3. Niech a: N — N bedzie jedno-jednoznaczna funkcja
rekurencyjna generujaca rekurencyjnie przeliczalny non-rekurencyjny zbior
A. Niech w(n) denotuje ,czas oczekiwania”

w(n) = max{m :a(m) < n}

wtedy nie istnieje funkcja rekurencyjna ¢ taka, ze w(n) < c¢(n) dla kazdego
n .12

TWIERDZENIE 4. Niech a:N —> 4 c N bedzie jedno-jednoznaczna
funkcja rekurencyjna generujaca rekurencyjnie przeliczalny ale non-
rekurencyjny zbior A4 . Rozwazmy szereg

S, = Zk:2’“(’”)

m=0

iniech x=1lim, , . Wtedy czas oczekiwania w(n) jest najmniejszg liczba
calkowita taka, ze k > w(n) implikuje x —s, <2".

To pociaga, ze wezeéniej zdefiniowana liczba rzeczywista x jest obliczal-
nym ciagiem liczb wymiernych {s, }, ktory jest zbiezny nieefektywnie. Fakt
ten jest zgodny z nastepujacymi wnioskami:

(i) Istnieja nieobliczalne liczby rzeczywiste korespondujace z nieefektyw-
na konwergencja obliczalnego ciagu liczb wymiernych. Chociaz ciag s, jest
obliczalny, to nie mozna powiedzie¢, ze granica x jest obliczalna, bo zbiez-
no$c¢ jest nieefektywna. Chaitin pokazat LISP algorytm do obliczania €2,
ktorego konwergencja jest ,bardzo slaba”. Tylko w takim sensie (w granicy

1 Dowdd w: M. B. Pour-El, J. I. Richards, Computability in Analysis and Physics, Springer, Ber-
lin—Heidelberg 1989, s. 14.
12 Dowod twierdzenia. w: Pour-El, Richards, op. cit., s. 15—16.
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nieskonczonego czasu) jest mozliwe obliczanie ciggu o nieograniczonej
zlozono$ci, w szczegolnosci ciagu przypadkowego.3

(ii) Istnieja funkcje signum x oraz integer part x, ktére wyprowadzaja
poza klase ciagow liczb rzeczywistych obliczalnych.4

(iii) Maksymalna/minimalna warto$§¢ funkcji jest obliczalna, ale
punkt/punkty gdzie to minimum/maksimum wystepuje, nie musi by¢ obli-
czalny. Koniecznym warunkiem jest obecno$é nieskonczenie wielu punktow
max/min. Jezeli funkcja obliczalna przybiera lokalne max/min w izolowa-
nym punkcie, to punkt jest obliczalny.!5

(iv) Rozniczkowe réownania ruchu moga mie¢ nieobliczalne rozwigzania
(stabe) z obliczalnych warto$ci poczatkowych.16

(iiv) Ograniczone liniowe operatory w przestrzeni Banacha zachowuja
obliczalno$¢, ale nieograniczone nie zachowuja obliczalnosci.'”

Teraz mozna przeprowadzi¢ (diagonalne) rozumowanie, ktére jest zara-
zem dowodem na istnienie nieobliczalnej liczby rzeczywiste;j.

TWIERDZENIE 5. Zbiér rekurencyjnych liczb rzeczywistych nie jest reku-
rencyjnie przeliczalny. Nie istnieje efektywna enumeracja wszystkich liczb
rzeczywistych.

Dowdd przez diagonalizacje. Zakladamy (nie wprost), ze istnieje efektyw-
nie obliczalna enumeracja rekurencyjnych liczb rzeczywistych [0,1].

1 = 0,11,757y
1y = 0,797 550
1y = 0,751 Ty e

Py = 0,747 Ty

Utworzmy teraz liczbe z diagonalnych elementéw 0,7,,7,,7;,7,,... Nastep-
nie zmienmy kazdg z tych cyfr w taki sposob, aby uniknaé¢ o i 9. Jest to ko-
nieczne, poniewaz dwie liczby rzeczywiste o réznych rozwinieciach sa iden-
tyczne, gdy jedna konczy sie nieskonczona sekwencja 9, a druga o, na przy-
klad 0,09999...= 0,10000... Liczba r'=r',r,",n,",1r,",..., przy r'#r,,, rozni
sie od kazdej innej z listy na przynajmniej jednej (diagonalnej) pozycji. Dla-
tego istnieje co najmniej jedna liczba, ktéra wypada z oryginalnej enumera-
¢ji. Skoro zalozenie wyjSciowe jest poprawne, a wszystkie operacje, ktore
zawiera argument diagonalny sg obliczalne, to skonstruowana liczba powin-
na réwniez by¢ obliczalna i pojawié sie na liScie. Ale wcze$niej otrzymali$my

13 G. J. Chaitin, Algorithmic Information Theory, Cambridge Univ. Press, Cambridge 1987.
14 S, Mazur, Computable Analysis, Rozprawy Matematyczne XXIII, PWN, Warszawa 1963.
15 Pour-El, Richards, op. cit., s. 42.

16 Ibidem, s. 73.

7 Ibidem, rozdz. 3.
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wiadomo$¢, ze nie jest zawarta w oryginalnej enumeracji. Mamy zatem
sprzeczno$¢. Konkluzja plynie wiec jedna: nie istnieje efektywnie obliczalna
enumeracja rekurencyjnych liczb rzeczywistych. Zbior rekurencyjnych liczb
rzeczywistych nie jest rekurencyjnie przeliczalny. Rozumowanie przekatnio-
we wykorzystal Cantor dowodzac, ze nie ma jedno-jednoznacznej relacji
miedzy liczbami naturalnymi a liczbami rzeczywistymi. Tych pierwszych jest
przeliczalnie wiele a tych drugich jest nieprzeliczalnie wiele.

4.2. Ré6wnania diofantyczne
(obliczanie = wielomianowe réwnanie diofantyczne)

Dziesiaty problem z listy Hilberta dotyczyl istnienia uniwersalnej algo-
rytmicznej procedury pozwalajacej rozstrzygnac, czy rownanie diofantyczne
posiada rozwigzania, czy nie. Roéwnania te sg z jedng lub z wieloma niewia-
domymi, o wspdlczynnikach catkowitych, rozwigzan szuka sie wérdd liczb
calkowitych. Mozna tych rozwigzan nie znalez¢, mozna znalez¢ skoniczong
ilo$¢, mozna znaleZ¢ nieskonczenie wiele.

DEFINICJA 4. A(n) wielomianowe (wykladnicze) rownanie diofantyczne
L(x,,....,x,) = R(x,,...,x,) jest zbudowane z nieujemnych calkowitych
zmiennych x,,...,x,, i z niecalkowitych stalych, przy uzyciu operacji doda-
wania (A4 + B) , mnozenia (A4 - B), potegowania (4”).

DEFINICJA 5. Predykat P(a,,...,a,) jest rekurencyjnie przeliczalny wte-
dy, gdy istnieje algorytm, ktoéry dla danych nieujemnych liczb calkowitych
a,,...,a, bedzie (poprzez wygenerowanie wszystkich # -tek spelniajacych P)
odkrywal, ze liczby te posiadaja wlasnos¢ P . Predykat P jest rekurencyjny
wtedy, gdy w dodatku istnieje algorytm, ktéry bedzie odkrywal, ze liczby te
nie posiadajg wlasnoséci P. Predykat P jest wielomianem (wykladniczym)
diofantycznym wtedy, gdy P stwierdza, ze istnieja nieujemne liczby catkowi-
te x,,...,x,, takie, ze L(a,,...,a,,X,,....x,)=R(a,,....a,,x,..,X,)

TWIERDZENIE 6. Predykat jest wielomianowym/wykladniczym réwna-
niem diofantycznym wtedy, gdy jest rekurencyjnie przeliczalny.:8

Obliczanie moze by¢ zakodowane jako wielomianowe (wykladnicze) row-
nanie diofantyczne, a precyzyjnie, jako konstrukcja wielomianow, ktora ge-
neruje/reprezentuje zbior liczb pierwszych (wniosek ten mozna rozciagnac
na liczby catkowite dodatnie).’9 Mamy zatem arytmetyzacje obliczania, a przy
tym pewna summe teorii liczb, bo (metaforycznie) liczby pierwsze stanowig

18 M. Davis, H. Putnam, J. Robinson, The decision problem for exponential diophantine equa-
tions, Annals of Mathematics 74, 1961, s. 425-436.

19 J. P. Jones, Diophantine representation of the set of prime numbers, Amer. Math. Monthly 83,
1976, s. 449-464, rowniez: G. J. Chaitin, Algorithmic Information Theory, Cambridge Univ. Press,
Cambridge 1987.
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scegielki” z ktorych skladaja sie inne liczby. W 1970 r. rosyjski matematyk
Matijasiewicz kierujgc sie wynikami uzyskanymi przez Robinson, Davisa
i Putnama udowodnil, ze nie istnieje program komputerowy systematycznie
odpowiadajacy tak/nie na pytanie, czy dowolny uktad réwnan diofantycz-
nych posiada rozwigzania, czy nie.2° Jezeli wykorzystamy nastepujgca defini-
cje:

DEFINICJA 6. Zbior A < N jest rekurencyjnie przeliczalny wtedy, gdy
A=@, badz A jest zakresem funkcji (czeSciowo) rekurencyjnej. Zbior
A c N jest rekurencyjny wtedy, gdy zaréwno on jak i jego dopelnienie
(N — A) jest rekurencyjnie przeliczalne.

oraz uwzglednimy rezultat Matijasiewicza, to musimy przyjaé, ze zbiory dio-
fantyczne sg rekurencyjnie przeliczalne, ale nie sa rekurencyjne. Zdanie ,Nie
istnieje rozwigzanie rownania diofantycznego D ” speknia tez wlasno$é zda-
nia G w sensie I-go twierdzenia Godla o niezupelno$ci. Dodatkowo jest
prawdziwym zdaniem teorio-liczbowym, a nie metamatematycznym jak zda-
nie G . Praktyczne sformulowanie tego zdania jest jednak niewykonalne
z uwagi na ogromne wspOlczynniki.2! Przykladem wykladniczego roéwnania
diofantycznego jest stynne rownanie Fermata

(x+1)11+3 + (y+ 1)n+3 — (Z+ 1)n+3

gdzie szukamy liczb catkowitych dodatnich w miejsce zmiennych i wykladni-
kow. Dodaé trzeba, ze negatywne rozwigzanie X problemu Hilberta jest row-
nocze$nie negatywnym rozwigzaniem ogolnego problemu rozstrzygalnosci
Hilberta. Jezeli bowiem nie istnieje uniwersalny program (mechaniczna pro-
cedura) odpowiadajacy tak/nie dla wszystkich rownan diofantycznych, to nie
istnieje rowniez uniwersalny program odpowiadajacy tak/nie dla wszystkich
zagadnien matematycznych.

Hilbert uwazal, ze ,,...tak dlugo jak dziedzina nauki oferuje obfitos¢ pro-
blemoéw, tak dlugo jest zywa; niedostatek probleméw znaczy obumarcie lub
ustanie niezaleznego rozwoju (przel.. A.W)”.22 Spogladajac na zestaw pro-
bleméw do rozwigzania, mozna odczytaé to tak, ze globwnym problemem jest
skonstruowanie procedury, ktéra rozwigze wszystkie problemy matematycz-
ne. Mimo niepowodzenia program Hilberta mial kolosalny wplyw na mate-
matyke. Jeden z kierunkéw oddzialywania wigze sie ze sfera motywacji —
postulaty Hilberta byly inspiracja dla wielu matematykow, gtownie Godla

20 J, V. Matijasiewicz, Diofantonost pierieczyslimych mnozestv, Dokl. Akad. SSSR, 191, 2, 1970;
dow wj. pol: Z. Adamowicz, P. Zbierski, Logika matematyczna, PWN, Warszawa 1991.

21 Zob. S. Krajewski, Twierdzenie Gédla a filozofia, Studia Filozoficzne, 6/7, 1988.

22 H. Weyl, David Hilbert and his mathematical work, Bulletin of the American Mathematical So-
ciety, 50, 1944, s. 612—654; cytowane za: K. Trzesicki, From the Idea of Decidability to the Number

Q| w: Issues of Decidability and Tractability, University of Bialystok, 2006, s. 80.
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i Turinga. Drugi koresponduje z idea zmechanizowania dedukcji, ktora znaj-
duje zastosowanie w naukach komputerowych. Maszyna Turinga to nic inne-
go jak abstrakcyjny model matematyka, ktéry pracuje zgodnie z formali-
stycznym programem Hilberta.

Pojawia sie obecnie tez taka mysl, ze w przeciwienstwie do matematyki,
ktorej dziedzina nie jest skonczenie aksjomatyzowalna, w obrebie fizyki daje
sie argumentowac w ten sposdb, ze chociaz nie znamy wszystkich praw natu-
ry, to jest ich skonczona liczba. Dlatego mozna wstrzymac eksperymentowa-
nie — bo jeste§my w posiadaniu ostatecznych i prawdziwych wzoréw — i tylko
wyprowadza¢ ich konsekwencje. Co jest juz syntaktycznym zadaniem deduk-
¢ji. Formalistyczna utopia Hilberta, nie do pomys$lenia w matematyce, bytaby
zatem do zrealizowania w fizyce.

4.3. ,Program” Laplace’a
Laplace pisal, ze

..., gdyby dopusci¢ na chwile mys$l o inteligencji, ktora bylaby w stanie objaé
rozumem wszystkie sily ozywiajace przyrode i odpowiadajace im sytuacje istot
skladajacych sie na nig — inteligencji wystarczajaco pojemnej, by podda¢ te
dane analizie — ujelaby w jeden wzoér zaréwno ruchy najwiekszych cial, jak
i najlzejszego atomu; nic nie byloby dla niej niepewne, a przyszlosé jawilaby
sie jej przed oczami wyraznie jak przeszlo§é.23

Uzywajac dzisiejszego jezyka, ,sytuacje istot sktadajacych sie na nia [przy-
rode]” denotuja warunki poczatkowe otrzymane w pomiarach. Wyrazne wi-
dzenie przyszloSci polega zndéw na tym, ze sie umieszcza te warunki poczat-
kowe w rekurencyjnym wzorze i oblicza przyszle polozenia. Pomyst Laplace’a
bylby do zrealizowania, gdyby nie to, ze warunki poczatkowe mozna ustali¢
wylacznie ze skonczona dokladnos$cia, a skonczone czesci rozwinieé liczb
rzeczywistych sa zawsze obliczalne. Nie da sie wiec wykluczyé¢, ze ,rzeczywi-
ste” warunki poczatkowe sa nieobliczalne, tylko skonczone, czyli obliczalne
czesci liczb otrzymanych w pomiarach nic o tym nie méwia. Tym samym
poza polem analizy pozostaje nieprzeliczalna ilo$¢ potencjalnych danych. Z
jednej zatem strony, nie sposob zidentyfikowaé, czyli ujaé liczbowo nieobli-
czalno$ci warunkéw poczatkowych, z drugiej, jezeli nawet imitujac nieobli-
czalno§¢ wykorzystamy maszyne liczaca posiadajaca generator liczb loso-
wych, to nie ma gwarancji, ze symulacji startowej co$§ realnie odpowiada.
Pozostaje startowaé od obliczalnoSci. Ale i tu, jak sie okazuje, plan Laplace’a
pada, bo istniejg nieobliczalne funkcje analityczne. Dobrym przykladem sy-
tuacji, ktéra najwyrazniej dostarcza logiczng nieefektywnos$é jest problem
trzech i wiecej cial. Dotyczy on ruchu ciala o nieznacznej masie, ktore poru-

23 P. S. de Laplace, A Philosophical Essay on Probability, Dover, New York 1951; francuski orygi-
nak: P. S. de Laplace, Essai philosophique sur les probabilites, 1814.
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sza sie w polu grawitacyjnym dwoéch cial o duzej masie. W 1892 roku Poin-
caré odkryl, ze ruch malego ciala moze by¢ bardzo dziwny, nieregularny.
Obecnie panuje prze$wiadczenie, ze jezeli nawet mozna pomysle¢ rozwigza-
nie problemu trzech cial, to w terminach standardowych, lecz ,bardziej
wyszukanych funkcji”.24 Tlustracja problemu mogg by¢ pozycje trzech ideal-
nych planet w przypadku spelniajacym nastepujace rownanie rozniczkowe:

0,z[t] == —z[t]/ =[t]* + 1/ 2(1 + eSin[22]))*)*"*

gdzie e jest ekscentrycznoscia orbity eliptycznej planet. Pomijajac sytuacje
gdy e = 0, rownanie nie ma rozwigzania w terminach standardowych funkcji
(rekurencyjnych). Kreisel uwazal, ze problem kolizji zwigzany z problemem
trzech cial mozna traktowaé jako potencjalne zrédlo nieobliczalnosci, a do-
kladnie, jako ,...sytuacje do analogowej komputacji funkcji nierekurencyj-
nych.”25

Trzeba dodaé¢, ze wspdlczesne nauki komputerowe oddzielaja pojecie efek-
tywnej obliczalnoéci/rozstrzygalnosci od pojecia wykonalnej obliczalno$ci
(feasible computability). Wykonalng obliczalno§¢ mozna rozumieé jako
»obliczalno$¢ w praktyce”, albo ,,obliczalno$¢ w Swiecie realnym”.26

4.4. Samoodniesienie

Samoodniesienie stawia matematykéw w trudnym polozeniu. Raz bowiem
,Szkodzi”, innym razem ,pomaga”. W jednym przypadku odpowiada za
sprzeczno$¢ w traktowanej jako fundament matematyki teorii mnogosci (an-
tynomia Russella), w drugim za$ jest wykorzystywane w dowodzeniu (dowod
twierdzenia Goédla). Generalnie, mamy z nim do czynienia wtedy, gdy symbol
(stowo, zdanie, wypowiedz, jezyk) odnosi sie do wlasnej semantyki, znacze-
nia, interpretacji. Sadzi sie, ze wystepowanie paradokséw zwigzane jest
z faktem, ze istnieja obiekty, ktore nie moga by¢ zdefiniowane w pewnym
skonczonym jezyku formalnym.2” Mozna to pokaza¢ w prosty sposob: zaldz-
my, ze istnieje ekwiwalentna skonczonej maszynie Turinga tak zwana
UNIWERSALNA MASZYNA PRAWDY (UMP). Maszyna ta na wejsciu
otrzymuje dowolne zdania, ktérych prawdziwosé musi oceni¢. Na wyjsciu
produkuje za$ proste komunikaty: PRAWDA lub FALSZ. Zalozmy teraz, ze
na wejéciu UMP pojawia sie zdanie ,,UMP nie rozstrzygnie, ze to zdanie jest
prawdziwe”. W rezultacie mamy ten sam problem jak w przypadku antyno-
mii klamcy: UMP nie moze odpowiedzie¢ PRAWDA lub FALSZ bez popada-

24 S. Wolfram, New Kind of Science, Wolfram Media Inc., 2002, s. 972.

25 G. Kreisel, Church’s Thesis: a kind of reducibility axiom for constructive mathematics, w: Intu-
itionism and Proof Theory, North-Holland Publ. Comp., Amsterdam, London 1970, s. 143.

26 R, Murawski, The Present State of Mechanized Deduction, and Present Knowledge of its Limi-
tations, Studies in Logic, Grammar and Rhetoric, 9 (22), 2006, s. 48.

27 A. Tarski, Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych, Towarzystwo Naukowe Warszawskie,
Warszawa 1933.



Prawda o przysztosct i pojecie obliczen 165

nia w sprzeczno$¢. Ale ,kto$§ z zewnatrz”, nie bedacy czeScia maszyny, moze
rozpoznadé, ze zdanie ,,UMP nie rozstrzygnie, ze to zdanie jest prawdziwe” jest
prawdziwe. Oznacza to, ze operuje ,zewnetrznym” pojeciem prawdy. Moc-
niejszym niz to, ktorym dysponuje UMP. Nie zawsze tez samozwrotnos$¢
wywoluje sprzeczno$¢. Zdanie ,To zdanie jest prawdziwe” nie niesie para-
doksalnych konsekwencji.

5. MASZYNA TURINGA

Juz Leibniz chcial, by wszelkie spory rozstrzygane byly nie w ramach wer-
balnego starcia miedzy adwersarzami, ale przez precyzyjna manipulacje na
symbolach. Podobna do arytmetycznej mechaniczna kalkulacja znalez¢ miala
poprawne stanowiska w kontrowersyjnych kwestiach, a koniecznym warun-
kiem jej przeprowadzenia bylo istnienie prerekwizytu — ujednoliconego
i sformalizowanego jezyka.2® W dwudziestym wieku idea zmechanizowania
rozumowania pojawila sie pod postacia maszynowego dowodzenia. Argu-
mentowano, ze maszyna oprocz operacji na liczbach moze dokonywa¢é opera-
¢ji boolowskich. W rzeczywistoSci komputery raczej pomagaja w dowodzeniu
niz same konstruuja dowody twierdzen. Zdarza sie, ze przy pomocy kompu-
tera mozna znalez¢ kontrprzyklad.

5.1. Komputery uniwersalne

Komputery uniwersalne to klasa automatow, w ktorych jest mozliwa im-
plementacja funkcji (cze$ciowo) rekurencyjnych. Maszyna Turinga i automat
komoérkowy sg elementami tej klasy. Trzeba odrb6zni¢ maszyny determini-
styczne (maszyna Turinga, automat komoérkowy) od maszyn non-
deterministycznych (non-deterministyczna maszyna z wyrocznia oracle). Te
drugie sg zdolne do rozwigzywania probleméw nierozwigzywalnych dla ma-
szyn pierwszego rodzaju, choc¢by problemu stopu. Teraz przeprowadzimy
rozumowanie, ktore dostarczy definicje uniwersalnego algorytmu.

Uniwersalny algorytm. Niech P, bedzie zbiorem instrukeji zwigzanym
z numerem godlowskim x =#(P,.). Niech ¢, bedzie funkcja zwiazang z P._.
PrzeprowadZmy teraz nastepujace postepowanie: dla dowolnie wybranych
liczb x,y € N znajdZmy P, na przyklad poprzez enumeracje wszystkich
zbioréw instrukeji az do (x +1)-go miejsca. Dalej, wykorzystujac P, dla wej-
Scia y obliczmy ¢ (). Jezeli ¢ (») bedzie mialo wartos$é, to wezmy ta

28 Tendencje do ujednolicenia jezyka i redukeji poje¢ da sie zauwazy¢ w matematyce od Kartezju-
sza. Zredukowano geometrie do analizy. Zarytmetyzowano analize uzywajac pojecia liczby, funkgji,
zbioru. Liczbe rzeczywista zdefiniowano przy pomocy pojecia liczby naturalnej, ciagu, granicy. Samo
pojecie liczby naturalnej sprowadzono do pojeé¢ teoriomnogo$ciowych. Przykladem rekonstrukeji
matematyki w ramach jednolitej teorii (mnogosci) jest Principia Mathematica Russella i Whitehe-
ada.
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warto$¢ do obliczenia u(x, y) . Jezeli to zrealizujemy, to otrzymamy efektyw-
nie obliczalny algorytm (zwigzany z u ), ktéry produkuje ¢ _(y) przy wejsciu
X,y . Przy tej definicji u, u(x,y) efektywnie imituje ¢ ().

Przez teze Churcha istnieje z € N takie, ze algorytm u koresponduje
z funkcja cze$ciowo- rekurencyjng ¢_(x,y). W tym momencie mozemy
podac¢ definicje komputera uniwersalnego:

DEFINICJA 7 (komputer uniwersalny). System fizyczny albo inne urza-
dzenie techniczne, w ktérym moze byé implementowana uniwersalna funkcja
u = ¢_ nazywa sie uniwersalnym komputerem badZ uniwersalna maszyna
liczaca. Uniwersalny komputer moze obliczaé¢ wszystkie funkcje obliczalne.

Wyrazenie U(p,s) =t bedzie od tej pory uzywane do oznaczania uniwer-
salnego komputera U z programem p , wejéciem s i wyjSciem ¢. @ denotu-
je puste wejscie lub wyjscie. s, = 5,,,5,,,53,...,5,; 0znacza cigg wejSciowy.

5.2. Maszyna Turinga>2>

Najbardziej znanym uniwersalnym komputerem jest maszyna Turinga
zawierajaca skonczong pamiec na potencjalnie nieskonczonej taémie. Tadma
sklada sie z kwadratow. Informacja jest na tych kwadratach zapisywana lub
z nich odczytywana. Projekt maszyny sporzadzony zostal na dlugo przed po-
wstaniem pierwszych maszyn elektronicznych, a stowo ,komputer” stosowato
sie w oryginale bardziej do osoby wykonujgcej obliczenia niz do urzadzenia
technicznego. Wiele wskazuje na to, ze Turing stworzyt model/przepis dzia-
tania umystu ludzkiego.

DEFINICJA 8 (maszyna Turinga). Przyjmijmy dyskretne cykle czaso-
we oznaczone przez 0,1,2,3,... Maszyna Turinga jest automatem, ktory
posiada nastepujace cechy:

1. skonczona liczba stanéw wewnetrznych a,,...,a, tworzy zbior
A={a,}; a, jest zwane stanem pasywnym, stany a,,...,4, hazywa sie sta-
nami aktywnymi.

2. skladajaca sie z kwadratow tasma przesuwaé sie moze do przodu i do
tylu w taki sposob, ze w kazdym momencie skanowany moze by¢ tylko jeden
kwadrat.

3. z kazdego kwadratu mozna odczytaé oraz w kazdym kwadracie mozna
zapisa¢ skonczong liczbe symboli s,s,,...,s, gdzie s, jest niezapisanym
symbolem; / + 1 oznacza mozliwe potozenia kwadratu.

W kazdym momencie czasowym sytuacja maszyny jest zdefiniowana
przez:
a. szczegOlny stan maszyny a,

29 A. Turing, On computable numbers with an application to the Entscheidungsproblem, Proc.
Lond. Math. Soc. Ser. 2, 42, 1936.
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b. szczegbdlng pozycje tasmy w maszynie (miedzy innymi przez to, ktory
kwadrat jest skanowany)
c. szczegoblne zapisanie calej tadmy

[sIsTsslsIsT ]
I glowica odezytujaco-zapisujaca
stan wewnetrzny a

Stan aktywny maszyny, czyli miedzy ¢ a f+1, zawiera trzy mozliwe
ruchy:

(i) zapisywanie na taSmie symbolu s, jako stanu kwadratu skanowanego
w momencie ?; p6zniej polaczone z (ii) przesunieciem taSmy w ten sposéb,
ze w momencie ¢ +1 maszyna jest albo w kwadracie na prawo, albo w kwa-
dracie na lewo od pozycji skanowanej w momencie ¢ (opisuje sieto L,C, R);
(iii) wybor nowego stanu wewnetrznego a; dla nastepnego cyklu czasowego
t+1.

Dzialanie maszyny moze wiec by¢ opisane przez trojki:

L L
s/ Cla, lub ' C|J'
R R

Pary s,a; lub ij nazywa si¢ konfiguracjami maszyny. Konfiguracja maszyny
determinuje jej p6zniejsze zachowanie. Jezeli konfiguracja méwi ,przesun
w lewo”, a skanowany kwadrat jest juz lewym kwadratem, to maszyna idzie
w stan pasywny a,. Istnieje (/+1)k aktywnych konfiguracji. Szczegolna
maszyna Turinga jest definiowana przez tablice pokazujacg dla kazdej
aktywnej konfiguracji, ktére dzialanie ma by¢ wykonane.3°

5.3. Problem stopu

Problem stopu wigze sie z pytaniami: (i) Jak system mechaniczny bedzie
ewoluowal? (ii) Co bedzie na wyjSciu dostarczal program? (iii) Ktore twier-
dzenia sa wyprowadzalne z systemu formalnego? Generalnie, problem stopu
zwiazany jest ze sprawa przewidywania przyszloSci w systemach mechanicz-
nych.

DEFINICJA 9 (problem stopu). Rozwazmy algorytm A4 oraz wejScie
x . Problem stopu wiaze sie z pytaniem, czy A(x) dostarczy specyficzne wyj-
Scie, czy nie. Rownowaznie, mozna pytaé, czy A zakonczy sie na x, czy nie.

30 Zob. S. C. Kleene, Turing’s Analysis of Computability, and Major Application of It, in The Uni-
versal Turing Machine, A Half-Century Survey, red. Herken R., Kammerer & Unverzagt, Hamburg
1988.
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Przypadek , A zakoficzy sie na x” denotujemy A(x) . Przypadek , 4 nie
zakonczy sie na x ” denotujemy A(x) T.

TWIERDZENIE 7 (o rekurencyjnej nierozwigzywalnoSci problemu stopu).
Nie istnieje efektywnie obliczalny algorytm/funkcja czeSciowo rekurencyjna,
ktory rozstrzyga problem stopu. Problem stopu jest nierozwigzywalny.

Dowdd (przez zaprzeczenie) powyzszego twierdzenia wykorzystuje meto-
de diagonalizacji Cantora: 3!

Rozwazmy dowolny algorytm A(x) z wejsciem x (x jest ciaggiem symbo-
li). Zal6zmy (nie wprost), ze istnieje ,algorytm stopu” (STOP), ktoéry jest
w stanie rozstrzygnaé, czy A zakonczy sie na x, czy nie (STOP(A(x)) ¥ ;
zakonczenie obliczen jest wlasnoécia fikcyjnego algorytmu). Wykorzystujac
STOP(A(x)) latwo teraz skonstruowaé inny algorytm, denotujmy go B,
ktéry zachowuje sie nastepujaco: B odczytuje program A jako wejécie
i czyni jego kopie. Odtad program A mozna przedstawi¢ jako B (w pewnej
zakodowanej formie, to znaczy jako ciag symboli). Kod #(A4) jest uzyty jako
cigg wejéciowy dla A4, to jest B formuje A(#(A)) [na przyszlosé oznaczone
przez A(A)]1i przekazuje do podprogramu STOP. Teraz B moze sie zacho-
wa¢ dwojako:

przypadek a) jezeli STOP(A(A)) rozstrzygnie, ze A(A) staje, to B nie
staje.

przypadek b) jezeli STOP(A(A)) rozstrzygnie, ze A(A) nie staje, to B
staje.

Nastepnie trzeba pokazaé, ze jest co$ nie w porzadku z B, a co za tym
idzie, ze jest co$ nie w porzadku ze STOP (wyprowadzenie B ze STOP jest
oczywiste i obliczalne). Podstawiamy zatem B za A, tj. na wejSciu B poja-
wia sie on sam, oraz przeprowadzamy rozumowanie jak wyzej:

przypadek a’) zakladajac, ze B(B) staje, to STOP(B(B) dzialajac na
B(B) nie staje.

przypadek b’) zakladajac, ze B(B) nie staje, to STOP(B(B)) steruje
B(B) w strone W obu przypadkach osiagamy sprzeczno$¢. Sprzecznosci
mozna unikngé tylko przez zalozenie o nieistnieniu B, a odkad B jest kon-
strukcja STOP , przez zatozenie o niemozliwo$ci istnienia algorytmu STOP .

Dodaé nalezy, ze syntaktyczna struktura dowodu jest ekwiwalentna struk-
turze dowodu twierdzenia Godla o niezupelno$ci. Sila twierdzenia o rekuren-
cyjnej nierozwigzywalnosci problemu stopu zwigzana jest z tym, ze inne pro-
blemy nierozstrzygalne mozna zredukowa¢ do problemu stopu. Wystarczy
wtedy pokazaé, ze gdyby wskazany problem byt rozstrzygalny, to musialby
istnie¢ algorytm stopu. Przyklad moze by¢ nastepujacy: nie istnieje algorytm

3t Interpretacja dowodu za: K. Svozil, Randomness & Undecidability in Physics, Word Scientific,
Singapore, New Jersey, London, Hong Kong 1993, s. 115.
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oddzielajacy przypadki, gdy rozwigzania réwnan ruchu sa okresowe od przy-
padkoéow, gdy sa nieokresowe, bo gdyby taki algorytm istnial, to musialby
istnie¢ algorytm stopu.

Komputery uniwersalne o ograniczonych zZrodlach sa mechanicznymi
systemami fizycznymi, ktérych ewolucja jest nieprzewidywalna/nieobliczal-
na/nierozstrzygalna. Podstawa nieprzewidywalnoéci jest (rekurencyjna)
nierozwigzywalno$¢ problemu stopu. Czesto uwaza sie, ze Uniwersum jest
rodzajem skonczonego automatu. Teza ta zawiera dwa zadania:

— prawa natury musza by¢ mechanistyczne, czyli obliczalne w sensie tezy
Churcha-Turinga;

— zdolnoSci obliczeniowe systemow fizycznych musza by¢ skoniczone.

6. ALGORYTMICZNA INFORMACJA

Idea teorii algorytmicznej informacji opiera sie na spostrzezeniu, ze
obiekt matematyczny mozna definiowa¢ przez dlugos$¢ najkrotszego progra-
mu, ktéry na wyjéciu dostarcza kod tego obiektu. Jezeli wiec przyjmiemy, ze
ewolucje systemdw fizycznych daje sie reprezentowaé obliczeniowo, to wy-
mieniony sposob deskrypcji stosuje sie tez do niej. Wprowadzenie kategorii
shorter length jest zasadne, poniewaz w nastepnej kolejnoéci pojawi sie poje-
cie systemu chaotycznego, ktorego oryginalna deskrypcja nie moze byé
LSci$nieta” do postaci krotszej. 32

6.1. Kodowanie

Kodowanie jest niezbedne, poniewaz dane ze Zrédla musza mie¢ algoryt-
micznie rozpoznawalna posta¢. Trzeba wiec dokona¢ odwzorowania z alfabe-
tu zrodlowego w alfabet kodu. Sama technika kodowania musi zapewnié
unikalno$¢ kodu. W tym celu wprowadza sie tzw. prefix-kody (self-delimiting
codes, prefix-free, instantaneous codes). Ich wykorzystanie znosi niebezpie-
czenstwo, ze ta sama informacja, przy tej samej strategii kodowania bedzie
miala rézne znaczenie. Prefix-kody spelniaja tez funkcje natychmiastowego
dekodowania: symbole ze zZrodla moga by¢ dekodowane w trakcie transmisji
a nie dopiero po jej zakoniczeniu.33 Co sie tyczy systemoéw fizycznych, to
kodowanie zapewnia odpowiednia reprezentacje dla danych eksperymental-
nych. W efekcie strumien danych ze zrodla (eksperyment) przy pomocy
algorytmu (prawa natury) zmienia sie w strumien danych, ktory korespondu-
je z zachowaniem ukladu fizycznego.

32 Teoria algorytmicznej informacji wiaze sie z nazwiskami Chaitin, Solomonoff, Kolgomorov; por.
np. G. J. Chaitin, Algorithmic Information Theory, Cambridge University Press, Cambridge 1987.

33 R. J. McEliece, The Theory of Information and Coding, w: Encyclopedia of Mathematics and
its Applications, v. 3. London 1977.
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6.2. Algorytmiczna informacja

O(1) (czyta sie ,porzadek 1”) denotuje funkeje, ktorej warto$é bezwzgled-
na jest ograniczona przez nieokre$long stala dodatnia; ¢@(x) = O(l) oznacza
|go| < A, gdzie A jest stalg niezalezng argumentéw x funkcji ¢ ; |s| denotuje
dtugosé obiektu s zakodowanego w notacji binarnej; U oznacza komputer
uniwersalny; H' jest miarg ,dlugosci najkrotszego programu”, ktéry na wyj-
$ciu dostarcza kod obiektu (apostrof ¢ oznacza nieokreslony program/kod);
H' jest mierzona w bitach.

Jak wspomnieliSmy, obiekt matematyczny mozna charakteryzowaé przez
dlugosé najkrotszego programu, ktory na wyjsciu dostarcza kod tego obiektu.
Rozwazmy teraz cigg binarny x(n) o dlugosci n . Przy pierwszym spojrzeniu
wydaje sie, ze zawarto$¢ informacyjna H' ciaggu x(n) nie moze przekroczy¢
dlugoéci tego ciagu. Czyli, ze H'(x(n)) <n+ O(1); plus O(1) z dodatkowego
programu, na przyktad z programu ,DRUKUJ x(n)”. Technika kodowania
umozliwia jednak wykorzystanie specyficznych symboli, takich jak niezapi-
sany symbol , ktore nazywa sie end-markerami (do konczenia enumera-
cji). Dzieki end-markerom program moze skanowac¢ wszystkie cyfry x(n),
okredli¢ jego dlugoé¢ w realnym czasie wykonania, drukowaé x(n) oraz n,
w konicu stawaé. Wiadomos¢, ze x(n) ma dlugos¢ n bitéw stanowi dodat-
kowa informacje, ktéra ma warto$¢ H'(n) bitow. W efekcie tego zabiegu
programistycznego w H'(n) mozna ,$cisng¢” informacje o x(n) , nastepnie
doda¢ do x(n), co powoduje, Ze jest jej wiecej niz w n -bitach x(n) . Cato-
Sciowa informacja réwna sie wtedy n + H'(n). Rozumowanie mozna itero-
wacé. Teraz mozna poda¢ definicje algorytmicznej informacji.

DEFINICJA 10 (algorytmiczna informacja albo algorytmiczna
zlozono$¢). Zakladamy kodowanie z prefix-free. Kanoniczny program zwia-
zany z obiektem s, reprezentowanym jako ciag, jest denotowany przez s*
i definiowany przez

sf=min p,

U(p)=s

gdzie s * jest pierwszym elementem w uporzadkowanym zbiorze wszystkich
ciggéw takim, ze program dla U oblicza s. Ciag s* jest w ten sposob
kodem najkrotszego programu, ktéry implementowany w U na wyjsciu
dostarcza s . Jezeli istniejg osobne programy binarne o rownej dlugosci, to
wybierany jest ten, ktory pierwszy przeprowadza enumeracje wykorzystujac
leksykograficzng porzadkujaca relacje 0 <1. Niech |x| obiektu zakodowanego
jako ciag binarny wystepuje jako dlugo$¢ tego ciggu. Algorytmiczna (statycz-
na) zlozonoé¢ H(s) obiektu s reprezentowanego jako cigg jest zdefiniowana
przez dlugo$¢ najkrotszego programu p , ktéry implementowany w U gene-
ruje wyjscie s
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H(s)=|s*/= min|?|
U(p)=s
Jezeli zaden program w komputerze U nie dostarcza wyjscia s, to
H(s)=00. Wspoélna algorytmiczna informacja H(s,?) reprezentowanych
jako ciagi bitow jest dlugoécia najkrotszego programu binarnego do oblicza-
nia konkatenacji s i ¢ jednocze$nie. Relatywna albo warunkowa algoryt-
miczna informacja H(s/t) obiektu s przy danym ¢ jest dlugoécia najkrot-
szego programu do obliczania s z najkrotszego programu do obliczania ¢.

H(s/t)=min|#
U(p,t)=s

Z pojeciem relatywnej algorytmicznej informacji blisko zwigzane jest pojecie
relatywnej obliczeniowej zlozono$ci zbioru A. Mierzy sie ja poréwnujac
zbiér A z innymi zbiorami przez wykorzystanie procedury zwanej reduko-
walnoécia <, . Najogoélniejszym rodzajem redukowalno$ci jest redukowal-
no$¢ Turinga <, , ktéra formalizuje intuicje, Ze nasze rozumienie zdania ,, X
jest przynajmniej tak ztozony jak Y ”, sprowadza sie do rozumienia zdania
»X moze by¢ obliczony przy pomocy Y ” (albo ,, X moze by¢ obliczony rela-
tywnie do Y ”). Redukowalnoé¢ <, na zbiorach oznaczamy X =, Y. Klasy
ekwiwalentne nazywa sie r -stopniami. » -stopien X zawiera zbiory majace
ta sama zlozonoé¢ co X , z uwzglednieniem < .34

6.3. Prawdopodobienistwo stopu (2 (Chaitin)

Zalozmy, ze program p (z prefix-free) dla komputera U reprezentowany
przez ciagg bitow o dlugosci | p| dostarcza specyficzny obiekt s . Niech bedzie
to przykladowo 00101110100....10100010100. Mozna teraz zadaé¢ pytanie,
jakie jest prawdopodobienstwo, ze program p dostarczajacy obiekt s
otrzymamy w wyniku procesu losowego, takiego jak rzut idealna moneta
(orzel/reszka <> 0/1 lub reszka/orzet 1/0; prawdopodobienistwo poje-
dynczego rzutu =) ). Definicja algorytmicznego prawdopodobienstwa Q
ujmuje ta sprawe $cisle.

DEFINICJA 11 (algorytmiczne prawdopodobienstwo, prawdopodobien-
stwo stopuf2). Jezeli s jest obiektem zakodowanym jako ciag binarny
i §={s,} jest zbiorem takich obiektow s,, to algorytmiczne prawdopodo-
bienstwo P definiuje sie przez

) Pis)= ».27

U(p)=s

34 Zob. A. Nies, Computability and Randomness, Oxford Logic Guides 51, Oxford University Press
20009, s. 8—16 oraz 238—258.
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2) P(s)=Y P(s;)= >.27"

seS U(p)eS
3 Q=D Ps)=Y d2l=2"
s s U(p)=s Upp

Q2 jest prawdopodobienstwem stopu, to znaczy miarg prawdopodobienstwa,
ze dowolny program ewentualnie stanie. Dokladnie rzecz biorac, €2 nie jest
zadnym prawdopodobienstwem, tylko miarg czestotliwosci z jaka program
p generuje s. Chociaz Q jest przypadkowe, w sensie Martin-Lof przypad-
kowosci, to moze by¢ otrzymane z efektywnie obliczalnego algorytmu, w gra-
nicy nieskonczonego czasu obliczen. Zbior wszystkich twierdzen postaci
P(s)>2"" jest tez rekurencyjnie przeliczalny, poniewaz mozna ,empirycz-
nie” znalezé H(s) przez przebiegniecie wszystkich programéw o rozmiarze
mniejszym lub réwnym 7 i sprawdzenie, czy dostarczaja s (trwaé to moze
bardzo dlugo, ale nie wiecznie). Program do obliczania prawdopodobienstwa
stopu €2 mozna zakodowac jako wykladnicze rownanie diofantyczne.35

6.4. Algorytmiczna przypadkowo$é

Rozwazmy ciagi binarne zawierajace 0 i 1. Symbol @ wystepuje jako licz-
ba porzadkowa nieskonficzono$ci. 2“ denotuje zbiér wszystkich nieskonczo-
nych ciaggow (binarnych). Nieskonczone ciagi x = x,x,x;... w 2 moga by¢
reprezentowane przez binarne liczy rzeczywiste z przedzialu [0,1], jezeli
identyfikujemy x z r =0,x,x,Xx,.... Nalezy odnotowa¢, ze przypadkowo$é
definiuje sie dla ciaggéw o nieskonczonej dtugosci, czyli dla ciagéw fizycznie
nie do wygenerowania. Definicja jest zatem nieoperacyjna (latwiej ja sformu-
lowaé niz podaé przyklad).

DEFINICJA 12 (przypadkowo$¢ Chaitina)3® Ciag x €2“ jest przy-
padkowy wtedy, gdy statyczna zlozono$¢ segmentu poczatkowego
x(n) = x,,..,x, dhlugodci n, dwu-bazowego rozwiniecia x, jest i pozostaje
dowolnie wieksza niz » :

lirg[H(x(n)) —-n]l=o

lub VKIN, V(n > N, )[H (x(n)) 2 n = k].

Nieformalnie ujmujac, informacyjna zawarto$¢ jednostki dlugosci ciagu
przypadkowego nie moze by¢ ,$ci$nieta” do dowolnej reprezentacji, ktéra ma
krotsza dlugo$é niz oryginalny cigg. Liczba rzeczywista jest przypadkowa
dokladnie wtedy, gdy jej segment poczatkowy nie podlega kompresji. Gene-

35 G. J. Chaitin, Algorithmic Information Theory, Cambridge University Press, Cambridge 1987.
36 Albo Martin-Lof/Solovay/Chaitin-przypadkowosc¢; o ekwiwalencji definicji w: G. J. Chaitin, Al-
gorithmic Information Theory, Cambridge University Press, Cambridge 1987.
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ralnie, jezeli algorytmiczna deskrypcja pewnych danych nie jest krotsza niz te
dane, to dane te sa przypadkowe.

6.5. Obliczeniowa zlozonos¢

Pojecie obliczeniowej (dynamicznej) ztozonoSci zwiazane jest z czasem ob-
liczen, czyli liczba dyskretnych krokow w procesie kodowania obiektu. Obiek-
tem moga by¢ na przyklad rozwigzania pewnego problemu matematycznego,
chotby rozwigzania rownan ruchu, ktére wykorzystujemy do konstruowania
zdan o przyszloéci. Niech N bedzie liczb a okreélajaca rozmiar problemu, x
binarng reprezentacja tego problemu/obiektu, |x(N )| dlugoscia x.

DEFINICJA 13. Przyjmujemy problem z uporzadkowanej listy N i jego
rozwiazanie x(NN), jezeli istnieje. Dynamiczna albo obliczeniowa zlozono$é
H ,(x(N)) jest czasem (liczba cykli), w ktérym najszybszy program p dla
U oblicza x(N).

H,(x(N))= min czas p

U(p)=x(N)
Jezeli zaden program dla U nie daje wyjécia x(N),to H, (x(N)) =o.

Ilustracja moze tu by¢ mechaniczna procedura sprawdzania uporzadko-
wanej listy N -wpiséw ksigzki telefonicznej w celu odnalezienia wpi-
su/rozwigzania x(N), w minimalnym czasie H, = O(logN). Latwo za-
uwazy¢, ze H, (x(N)) < O(N!), chociaz stwierdzenie, ze problem jest nie-
obliczalny w praktyce (intractable), czyli ze nie moze by¢ rozwigzany w cza-
sie wielomianowym, tj., ze minimalny czas réwny jest H, (x(N))=O(N"),
przy k <o, pozostaje zawsze hipoteza. Nie istnieje bowiem uniwersalny
algorytm, ktory w kazdym przypadku potrafi oszacowaé czas obliczen. Wyni-
ka to z twierdzenia o (rekurencyjnej) nierozwigzywalno$ci problemu stopu.
Alternatywnym do pojecia obliczeniowe]j zlozonoSci jest pojecie logicznej
glebi (logical depth). 37

6.6. Klasa probleméw P
(rozwigzywalnych w czasie wielomianowym)

Jest to klasa probleméw/jezykéw rozstrzygalnych w ,rozsadnym” czasie,
przy ,rozsadnym” zapasie danych. Z uwagi na to, ze wielomiany rosna istot-
nie wolniej od dowolnej funkcji wyktadniczej (2",n!) za rozsadny postano-
wiono bra¢ czas wielomianowy, wielomianowe tempo wzrostu. Podzial na
»czas wielomianowy” i ,czas wykladniczy” jest jednak matematycznym
uproszczeniem, ktéore w pewnych przypadkach moze by¢ mylace. Istniejg

37 C. H. Bennet, Dissipation, Information, Computational Complexity and the Definition of Or-
ganization, w: Emerging Synthesis in Science, Academic Press, New York 1985.
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efektywne w praktyce metody obliczania, ktére nie sa wielomianowe, oraz
wielomianowe metody obliczania, ktore nie sg efektywne.

DEFINICJA 14. Klasa wielomianowych algorytméw P zawiera algorytmy,
ktore moga by¢ rozwigzane w czasie wielomianowym. Problemy obliczenio-
we, ktore moga byé rozwigzane przez wielomianowe algorytmy sa nazywane
problemami ,obliczalnymi w praktyce” (tractable), albo ,wykonalnymi”
(feasible).

Problemem rozwigzywalnym w czasie wielomianowym jest wspomniane
juz wezedniej poszukiwanie wpisu w ksiazce telefoniczne;j.

6.7. Klasa probleméw NP
(nierozwiazywalnych w czasie wielomianowym)

Istnieje interesujaca klasa problemow/jezykow NP, ktérych rozwiazanie
(rozstrzygniecie) wymaga wprowadzenia maszyn niedeterministycznych (np.
niedeterministycznej oracle). Maszyny te sa nieekwiwalentne standardowej
maszynie Turinga. Klasa maszyn niedeterministycznych koresponduje z cza-
sem wykladniczym 2" .

DEFINICJA 15. (algorytmy NP). Klasa niedeterministycznych wielomia-
nowych algorytméw zawiera algorytmy, ktore moga by¢ rozwigzane przez
niedeterministyczng maszyne z wyrocznig (oracle) i zweryfikowane w czasie
wielomianowym.

W odro6znieniu od deterministycznej niedeterministyczna maszyna nie ma
jednoznacznie wyznaczonej kolejnej operacji do wykonania. Ma za to mozli-
wo$¢ wyboru miedzy kilkoma akcjami. Ujmujac metaforycznie, maszyny
niedeterministyczne uzyskuja swoja moc dzieki niewielkim wymaganiom
nalozonym na zwiazek wejécia z wyjSciem. Stowo wejéciowe jest tu akcepto-
wane juz wtedy, gdy istnieje przynajmniej jeden cigg wyboréw niedetermini-
stycznych, ktéry doprowadza do stanu tak. Pozostale wybory moga dawac
w rezultacie odrzucenie. Odrzucenie slowa wejsSciowego jest tez trudniejsze,
poniewaz wszystkie mozliwe ciggi wyboréw musza konczy¢ sie odrzuceniem.
Przykladem problemu rozwigzywalnego przez niedeterministyczng maszyne
jest tak zwany problem komiwojazera (Travelling Selesman Problem). 38

6.8. P =7NP

Problemy z klasy NP maja zwiezle dowody i problemy z klasy dopehie-
nie NP maja zwiezle dowody. W pierwszym przypadku sa to dowody pozy-
tywne. W drugim przypadku sa to dowody negatywne, czyli dyskwalifikacji.

38 Zob. C. H. Papadimitriou, Ztozono$¢ obliczeniowa, Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, War-
szawa 2002.
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Zaden problem nie posiada dowodu pozytywnego oraz negatywnego réwno-
cze$nie. Jest oczywiste, ze dowolny problem z klasy P znajduje sie rowniez
w klasie NP mdopekienie NP . Istnieja jednak problemy z klasy NP dopel-
nienie NP, o ktorych nie wiadomo, czy saw P .

Zgodnie z teorig algorytmicznej informacji kryterium wyboru miedzy
alternatywnymi teoriami jest minimalna dlugos¢ ich reprezentacji. Widaé tu
zwigzek z tak zwana brzytwa Ockhama, gdzie kryterium byla prostota.
W narracji teorii algorytmicznej informacji prawa przyrody zarzadzajace
ewolucja systemoéw fizycznych mozna reprezentowac obliczeniowo (przez
teze Churcha-Turinga rekurencyjnie). Algorytmiczna informacja jest miara
dlugosci takiej deskrypcji. Zatrudniajac aparature pojeciowa teorii algoryt-
micznej informacji, mozemy stwierdzi¢, ze prawa przyrody to ,kroétkie” kody
dla ,,dlugich” danych eksperymentalnych.

7. CHAOS I NIEOBLICZALNOSC

Naszym celem jest wykazanie, ze klasa rownan ruchu jest nierozstrzygal-
na, co rOwna sie temu, ze nie istnieje program wycinajacy okresowo$¢ w roz-
wigzaniach rownan ruchu. Aby to zrealizowa¢, potrzebna jest nam nieobli-
czalno$é, ktérg otrzymamy teraz z algorytmicznie zinterpretowanej teorii
chaosu. 39 Trzeba tu przypomnie¢, ze problem istnienia algorytmu wycinaja-
cego okresowo$¢ sprowadzony zostat do problemu istnienia algorytmu stopu.
Argumentacja przebiega w ten sposob, ze gdyby istnial algorytm wycinajacy
okresowo$¢, to musialby istnie¢ algorytm stopu.

7.1. Kodowanie teorii fizycznych

Istotng cecha teorii fizycznych jest istnienie obiektywnych zasad inferen-
¢ji, ktére mozna reprezentowaé obliczeniowo, a przez teze Churcha polaczyé
z funkcja rekurencyjna, ktoéra zastosowana do aksjomatéw produkuje twier-
dzenia. W tym ujeciu terminy ,komputer” i ,zasady inferencji”, ,program” i
saksjomaty”, ,wyjscie” i ,twierdzenia” sq synonimiczne. Schemat mozna roz-
budowaé przez wkomponowanie pojeé¢ takich jak ,mechaniczny system fi-
zyczny”, ,obserwacja”, ,prawo”, ,predykcje”. Zalozeniem wyjéciowym jest
hipoteza, ze Uniwersum jest rodzajem skonczonego automatu, ktéra zawiera
dwa postulaty:

1. Prawa przyrody musza by¢ mechanistyczne, czyli reprezentowalne przez

algorytm.
2. Zdolno$ci obliczeniowe systemow fizycznych musza by¢ skonczone.

39 W innym miejscu interesowala nas nieobliczalno$é analityczna obecna w pracach Bana-
cha/Mazura i Pour-El/Richardsa; patrz Obliczalno$é a Swiat realny (tekst zostanie opublikowany w:
II tomie czasopisma FILOZOFIA A NAUKA)
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Przez to otrzymujemy, ze modelowi obliczeni opartemu na dyskretnych
cyklach egzekucji odpowiada dyskretny model zmiany. Podstawowa ideg jest
jednak to, ze teorie fizyczne mozna traktowac jako Zrédlo symboli, ktére mo-
ga byt ,czytane” przez kogo$ lub co$ (abstrahujemy teraz od semantycznej
zawartoSci teorii). W drugim przypadku przez komputer wyposazony w efek-
tywna procedure, ktora rozwigzuje dany problem (na przyklad podaje
rozwigzania réwnan ruchu). Jest oczywiste, ze jednym z celow takiego przed-
siewziecia jest przewidywanie zachowania systemu fizycznego. Powinno sie
je wigzac¢ ze strumieniem danych na wyjéciu algorytmu. Ze strumieniem
danych na wejéciu algorytmu nalezy znéw wigzaé dane eksperymentalne.
Sam algorytm koresponduje z prawem natury. Dlatego na miejscu wydaje sie
by¢ stwierdzenie, ze prawa przyrody to ,krotkie kody dla diugich danych eks-
perymentalnych”. Co do techniki gwarantujacej unikalno$é¢ kodu, to kodo-
wanie przeprowadza sie z wykorzystaniem oryginalnej konstrukcji Godla.
Istnieje zatem unikalne odwzorowanie ze zrédla symboli w zbiér ciagow
symboli z alfabetu kodu. Rezultat kodowania systemu fizycznego, ktory sta-
nowi kolekcje zdan o eksperymentach, jest zawsze prawdziwy lub falszywy.

DEFINICJA 16. Niech U/}il p; = pj bedzie zdarzeniem rozlozonym na
zdarzenia elementarne p,. Dla zdarzen elementarnych alfabet Zrodlowy

zawiera tylko dwa symbole s, i s, korespondujace z PRAWDA (1)
i FALSZEM (0). Kod #(p;) dla p, jest w ten sposob zdefiniowany przez

=1

H(p,) =" gy 21—
s, D = 0

Identyfikowanie prawa natury z funkcja rekurencyjna nie powoduje jednak,

ze mozna przeliczy¢ wszystkie prawa. Na przeszkodzie stoi twierdzenie

o (rekurencyjnej) nierozwigzywalnosci problemu stopu dla maszyny Turinga,

a rownowaznie twierdzenie Godla. W konsekwencji istnieja zdarzenia, ktore

sa niedowodliwe, czyli ze nie sa efektem jakiegokolwiek prawa.

7.2. Przypadkowo$é

Zbiory obliczane przez maszyne Turinga sg ekwiwalentne zbiorom roz-
strzygalnym przez algorytm. Matematyczne pojecie Martin-Lof przypadko-
wosci odpowiada intuicyjnemu pojeciu przypadkowosci zbioru Z , ktére ma
dwa aspekty:4°

1. Z nie posiada (nie spelnia) wyjatkowych wlasno$ci.

2. Z jest trudny do deskrypcji.

40 P, Martin-Lof, On the notion of randomness, w: Intuitionism and Proof Theory, North-Holland
Publishing Comp., Amsterdam, London 1970, s. 73—78.
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ad.1. Niech zbior Z powstaje w wyniku idealnego procesu losowego,
ktory przebiega w czasie i dostarcza nieskonczenie wiele bitow (0,1). Bity sg
niezalezne. Zero i jedynka maja to samo prawdopodobiefistwo 12, jak przy
podrzucaniu idealna monetg. Prawdopodobienstwo, ze ciagg x jest segmen-
tem poczatkowym zbioru Z wynosi 27, Wiasnosci wyjatkowe reprezento-
wane sg przez null-klasy, w odniesieniu do jednostajnej miary A w prze-
strzeni Cantora. Potrzebne jest tu wyjasnienie, ze zbiory liczb naturalnych
mozna widzie¢ jako atomowe obiekty i identyfikowa¢ z nieskonczonymi
ciagami nad {o,1}. Ciagi te sa elementami przestrzeni Cantora {0,1} N zwykle
denotowanej przez 2" . Podzbiory 2" nazywa sie klasami, dla odrdznienia
od zbioréw liczb.

DEFINICJA 17. Klase 4 c 2" nazywa sie null-klasg wtedy, gdy A4 =0.
Jezeli 2" — A4 jest null, to méwimy, ze A4 jest conull.

Przykladem sa wlasno$ci wyjatkowe P i Q. Pierwsza stanowi, ze wszyst-
kie bity na parzystych pozycjach sg zerami:

P(Y) <> YiY(2i) =0

Druga stanowi, ze jest przynajmniej dwa razy wiecej zer niz jedynek w grani-
cy:

OY)e liminf#{i<n:Y(i)=0}/n>2/3
Odpowiadajacymi klasami sg null-klasy. Odtad, w zgodzie z intuicja, nie po-
winny zawieraé zbioru przypadkowego. Rodzajem null-klasy jest Hg Kklasa.

DEFINCJA 18. Niech A = N* x2" oraz n>1.
(i) A4 jest 22 wtedy, gdy

<el,...,ek ,X> €A 3y, Vy,,...0v R(€ s, Vises ¥V, 15 X Ty)

gdzie R jest relacja obliczalng, oraz Q jest "3" wtedy, gdy # jest nieparzy-
ste, oraz Q jest "V" wtedy, gdy n jest parzyste.

(i) 4 jest [1) wtedy, gdy dopelnieniem A jest Z‘; , tzn.

<el,...,ek ,X> €AYV, O, 5(€) 50 €3 Vyigeos Vg X Ty)

gdzie S jest relacja obliczalng i Q jest "V" wtedy, gdy n jest nieparzyste,
oraz Q jest "3" wtedy, gdy n jest parzyste.

Relacja jest arytmetyczna wtedy, gdy jest Z 2 dla pewnego 7.
(X ) ,, denotuje segment poczatkowy X')
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Na przykltad, [1° klasa ma forme {X : Vy,3y,S(y, X T y,)},a 22

klasa ma forme {X : 3y, Vy,3y,R(y,,»,, X Th )}, gdzie S i R sarelacjami
obliczalnymi.*'

ad. 2. Obiekt przypadkowy nie posiada wzoru. Jest niezorganizowany. Na-
szemu intuicyjnemu pojeciu przypadkowos$ci odpowiada intuicyjne pojecie
ytrudny do deskrypcji”. Nalezy zanotowaé, ze istnieja systemy deskrypcji
zwane optymalnymi maszynami, ktore sa w stanie rywalizowa¢ z kazdg inna
maszyna, wiec opisa¢ kazdy mozliwy ciag symboli.42 Zgodnie z tym ujeciem,
pojecie ,trudny do deskrypcji” mozna sformalizowaé jako ,niepodlegajacy
kompresji”, w odniesieniu do optymalnej maszyny. Nieformalnie rzecz ujmu-
jac, ciaggi nie podlegajace kompresji danych posiadaja te samg wlasnosé, kto-
rej wymagamy od ciagdéw przypadkowych. Dla zbioréw pojecie ,trudny do
deskrypcji” jest jednak trudniejsze, poniewaz kazdy system deskrypcji opisu-
je tylko obliczalnie wiele zbioréw. Trzeba wiec wprowadzié¢ pojecie deskrypcji
domknietej. Typ deskrypcji domknietej reprezentuja wlasnie null-klasy H?
i Hg. Konkluzja jest nastepujaca: zbior jest trudny do deskrypcji wtedy, gdy
nie dopuszcza deskrypcji domknietej, powiedzmy w sensie null Hg klasy.
Jezeli zbidr dopuszceza deskrypcje np. w sensie null Zf klasy, to nie jest
trudny do deskrypcji. Warunki 1 i 2 wziete razem charakteryzuja pojecie te-
stu na przypadkowo$¢, a w efekcie matematyczne pojecie przypadkowoSci:
Z jest przypadkowy jezeli przechodzi wszystkie testy danego typu.

Pojecie testu (formalne). Aby poda¢ definicje Martin-Lofa-testu na
przypadkowo$¢ potrzebne sa dwa preliminaryjne fakty: 43

FAKT 1 (zbiory otwarte). R < 2" jest rekurencyjnie przeliczalnym zbio-
rem otwartym wtedy, gdy R =[W,] dla pewnego e.

(W, =dziedzinie (®,); ®, denotuje funkcje czeSciowo-rekurencyjng
o indeksie e).*

FAKT 2. Ac 2" jest null wtedy, gdy istnieje ciag (G, ), , zbioréw
otwartych taki, ze lim, AG, =0 oraz 4 C ﬂm G, "»

41 Zob. A. Nies, Computability and Randomness, Oxford Logic Guides 51, Oxford University Press
20009.

42 Optymalna maszyna dostarcza ciag @, wtedy, gdy na wejsciu dostaje jego deskrypcje.

43 Wlasciwie test Martin-Lofa powinien nazywac sie ,testem na nieprzypadkowo$é”. Test bowiem
dobrze wycina jedynie obiekty nieprzypadkowe, uporzadkowane.

44 Dowod w: A. Nies, Computability and Randomness, op. cit., s. 53.

45 Dowod w: A. Nies, op. cit., s. 70.
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(klasa B = ﬂm G, jestborelowska oraz AB =0).*

Definicja Martin-Lofa-testu efektywizuje okreslenie null klasy z FAKTU 2.

DEFINICJA 19. (i) Martin-Lof-test jest rekurencyjnie przeliczalnym cig-
takim, ze Vm € NAG, <2™".%

(ii) Zbiér Z < N nie przechodzi testu wtedy, gdy Z €(1, G,,, w prze-

giem (G,,)

meN

ciwnym razie Z przechodzi test.
(iii) Z jest Martin-Lof-przypadkowy wtedy, gdy Z przechodzi kazdy
Martin-Lofa-test.

Nieformalnie, Martin-Lofa-test na przypadkowos$¢ wychwytuje strukture,
porzadek, wzoér. Jezeli zbior ich nie posiada, to jest przypadkowy. Albo ina-
czej, jezeli zbior nie nalezy do borelowskiej Hg null klasy, to jest przypad-

kowy.48 Analogicznie w przypadku ciagu/liczby rzeczywistej. W rezultacie
ciag nie podlega kompresji. Doda¢ trzeba, ze testy same w sobie sg obiekta-
mi, ktére mozna opisa¢, czyli tylko obliczalnie wiele null klas jest danych
przez testy.

7.3. Przypadkowos¢ implikuje nieobliczalnosé (ale nie vice versa)

Aby pokazaé, ze algorytmiczna przypadkowo$¢ pocigga nieobliczalnosé
przedstawimy wpierw algorytmiczng parafraze twierdzenia Godla o niezu-
pelnosci.

TWIERDZENIE 8. Niech L bedzie teoria aksjomatyczna zawierajaca
arytmetyke (Peano), ktorej arytmetyczne konsekwencje sa prawdziwe.

(i) Istnieje stala ¢, taka, ze wewnatrz L zadne zdanie postaci

"H(n)>C," nie jest dowodliwe.
(ii) Niech #(L) bedzie rekurencyjnie przeliczalnym indeksem L. Wtedy

istnieje pewna stata ¢' niezalezna od L taka, ze wewnatrz L Zadne zdanie
postaci "H (n)>H#(L))+ c'" nie jest dowodliwe.

(iii) Istnieja szczegolne teorie, ktorych aksjomaty maja zawarto$§é infor-
macyjna H (aksjomatow) =m+ O(1), w ktorych jest mozliwo$é ustalenia
wszystkich prawdziwych twierdzen postaci "H (x) = k", z

k < H(aksjomatow) + O(1), oraz postaci
"H(x) 2 H(aksjomatow) + O(1)" .49

46 7 rodziny wszystkich zbior6w zwartych w przestrzeni o pewnej strukturze (algebraicznej), po-
przez branie przeliczalnych sum, réznic i przecieé¢, mozna utworzy¢ zbiory borelowskie.

47 Zbieznoé¢ ciggu do granicy musi by¢ efektywna.

48 Zbiory przypadkowe nazywane sa tez normalnymi zbiorami Borela.

49 G. J. Chaitin, Algorithmic Information Theory, Cambridge University Press, Cambridge 1987.
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Istniejg zatem systemy formalne o skoniczonej liczbie aksjomatow, a tym
samym skonczonej zawartosci informacyjnej, ktére moga dostarczac obiekty
(twierdzenia) o dowolnie wysokiej zawarto$ci informacyjnej. Chaitin dowiodt
nastepnie, ze czas obliczen dla twierdzen postaci "H (x) = k", z

k <m = H (aksjomatow) + O(1),

oraz "H(x)>m = H(aksjomatow)+ O(1)" jest nieobliczalny.5° Wiado-
mo§¢ ta jest zawarta w dwoch ponizszych twierdzeniach.

TWIERDZENIE 9 (ograniczenie na czas obliczen i zlozono$¢ obliczenio-
wa). Albo program p staje w cyklu czasowym mniejszym niz

Z (H(p)+ 0(1)), albo nigdy nie staje. Z tego wzgledu, jezeli definiujemy

d(n)= max H ,(x) = max D(x),to

x*‘ <n ‘x*‘Sn

d(n) =Y (n+0(1))

Z (n+ O(1)) jest minimalnym czasem d(n) przy ktérym wszystkie pro-
gramy o zlozono$ci < n (faktycznie) stajg.

Dowdéd: Dowodzimy tylko, ze nie istnieje gorna granica dla programéw o
algorytmicznej informacji < n, czyli dla obiektow x z H(x)<n, H,(x),
D(x)<d(n) < Z (n+0(1)). Rozwazamy dwa uniwersalne komputery U
i U'. Dowolny program p z H(p)<n symuluje U'(p), a dodatkowo liczy
cykl czasowy ¢ dla U', do momentu az p stanie. Teraz, jezeli d(n) jest
okreslony, to istnieje przynajmniej jeden program p, o algorytmicznej in-
formacji < n, ktéry zajmuje najwiecej czasu i taki, ze U(p, ) = d(n). Odtad,
niezaleznie od 7, symulacja U' na U oraz liczenie czasu wymaga O(1)
dodatkowych  bitow programu, czyli H(d(n))<n+O(1). Zatem
d(n) <) (n+0(1).

TWIERDZENIE 10. Z nie jest efektywnie obliczalna.

Drugi dowdd opiera sie na tym, ze gdyby czas obliczenn mial by¢ obliczal-
ny, to musialby istnie¢ algorytm stopu. Obliczeniowa zlozono$¢ zwigzana ze
skonczonymi lub nie obiektami jest wiec nieobliczalna. Przypadkowos$é
implikuje nieobliczalnosé.

7.4. Chaos

Ograniczamy sie teraz do pojedynczego przypuszczenia, ze chaos w §wie-
cie fizycznym koresponduje z przypadkowos$cia w matematyce. W dalszym
ciggu bedziemy tez korzysta¢ z pojecia przypadkowej liczby rzeczywiste;j.
Majac w pamieci, ze nie mozna jej efektywnie obliczy¢.

50 G. J. Chaitin, Information, Randomness and Incompleteness, Word Scientific, Singapore 1987.
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DEFINICJA 20. Liczba rzeczywista r jest Martin-Lof-przypadkowa wte-
dy, gdy nie jest zawarta w dowolnym zbiorze nieskonczonego rekurencyjnie
przeliczalnego ciggu A, zbioréw interwalow takim, ze miara (4,) jest zaw-
sze mniejsza lub réwna 27'[u(A4,)<27']. Czyli, ze r jest Martin-Lof-
przypadkowa wtedy, gdy

Vilu(4,) <27 1= =Vilre 4,]

Z czysto algorytmicznego punktu widzenia chaos deterministyczny
charakteryzowany jest przez:

(i) efektywnie obliczalng/rekurencyjng/deterministyczng ewolucje;

(ii) wlasnoé¢ nieliniowego systemu ewolucji do wykladniczego w czasie
rozchodzenia sie poczatkowo bliskich trajektorii (dodatnie wykladniki Lapu-
nowa);

(iii) przypadkowe wartosci poczatkowe.

Przypadkowo$¢ jest tu definiowana najcze$ciej jako Martin-Lof-
przypadkowo$§é. Mozna argumentowal tez w ten sposob, ze jezeli liczba
rzeczywista jest elementem continuum, to prawdopodobienstwo, ze jest
Martin-Lof-przypadkowa réowna sie jeden. ,Prawie wszystkie” warto$ci po-
czatkowe sg przypadkowymi liczbami rzeczywistymi. Idea chaosu determini-
stycznego opiera sie na spostrzezeniu, ze przypadkowo$é¢, albo niekompletna
informacja wartoSci poczatkowej, ujawnia sie w trakcie ewolucji. Dlatego
kryterium specyfikacji chaosu jest obecnos¢ odpowiedniej ewolucyjnej funk-
¢ji zdolnej odslonié informacje ,,prawdziwej”, lecz nieznanej wartosci poczat-
kowej x,. SzczegéOly sprawy sa domeng fizykéw, jednakze, albo tak zwana
niepewno$¢ ox, wartosci poczatkowej, albo korespondujgca zmienno$¢ war-
tosci poczatkowej, zmienia sie w czasie. Jako miare separacji dwdch réznych
wartoS$ci poczatkowych przyjmuje sie wykladnik Lapunowa A .5* Scenariusz
jest wiec zaskakujacy, bo efektywnie obliczalna funkcja dostarcza Martin-
Lof-przypadkowa ewolucje systemu ,odslaniajac” informacje zawarta w Mar-
tin-Lof-przypadkowej wartoSci poczatkowej. Przypadkowos$c jest tu jednak
pierwotnie usytuowana w warto$ci poczatkowe;j.52 Chociaz dla celu przez nas
postanowionego nie jest wazne, gdzie ona pierwotnie rezyduje, tylko ze
w ogoble znalazla miejsce. Mozna zatem sformulowaé nastepujaca rownowaz-
no$c:

chaos < wrazliwo$§¢ na warunki poczatkowe < algorytmiczna przypad-
kowo$c

51 Zob. H. G. Schuster, Deterministic Chaos, Phisik Verlag, Weinheim 1984.

52 Zachowanie (w sensie sekwencji na wyjsciu) moze okaza¢ sie chaotyczne nawet wtedy, gdy war-
tosci poczatkowe nie sg przypadkowe, por. S. Wolfram, New Kind of Science, Wolfram Media Inc.
2002.
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Jesli wiec fizyka shlusznie wykorzystuje teorie algorytmicznej informacji
do specyfikacji ukladow chaotycznych, to mamy nieobliczalno§é¢ w $wiecie
fizycznym.53

7.5. Nie istnieje algorytm wycinajacy okresowos$¢
w rozwiazaniach réwnan ruchu

Zidentyfikujmy teraz miejsce postepowania:

1. Rozwazamy przestrzen Q i R oraz maszyne 7T, ktéra moze gromadzi¢
binarne liczby rzeczywiste i wykonywaé na nich skonczona liczbe operacji.
Maszyna reprezentuje standardowy model obliczen.

2. Kazda liczba rzeczywista jest granica ciggu liczb wymiernych. Mamy
wiec rzeczywiste obliczanie na ciggach Cauchy’ego.

3. Liczba rzeczywista jest (naiwnie) obliczalna wtedy, gdy istnieje ciag
(a,) <0,z x =lim, a,. Wiadomo jednakze, ze istnieje obliczalny ciag liczb
wymiernych, ktory jest nieefektywnie zbiezny do nieobliczalnej liczby
rzeczywistej.

4. Poszukujac nieobliczalnoSci stwierdziliSmy, ze przypadkowo$é w sensie
Martin-Lof-przypadkowos$ci pociaga nieobliczalno$c¢ (ale nie vice versa). Po-
prawnos$¢ przejScia gwarantuja rezultaty Chaitina oraz twierdzenie o reku-
rencyjnej nierozwigzywalnoSci problemu stopu. Sama Martin-Lof-
przypadkowo$¢ wyznaczona zostala przez Martin-Lof-test na przypadkowos¢.

5. Zgodnie z teorig algorytmicznej informacji istnieja obiekty, ktorych
oryginalna deskrypcja nie moze by¢ ,SciSnieta” do postaci krotszej. Sg to
obiekty przypadkowe, w szczegolnoSci przypadkowe liczby rzeczywiste. Moz-
na powiedzie¢ tez tak: obserwacja segmentu poczatkowego liczby rzeczywi-
stej nie pozwala przewidzie¢ ,calej” liczby.

6. Okazuje sie, ze pojecie ,obiekt nie podlegajacy kompresji” daje sie wy-
korzystaé do charakteryzacji chaosu (deterministycznego).

Wobec zaprezentowanych faktow wykazanie, ze nie istnieje program od-
dzielajacy okresowo$¢ od nieokresowo$ci w rozwiazaniach réwnan ruchu,
jest trywialne. Wiadomo, ze gdyby taki algorytm istnial, to musialby istnie¢
algorytm stopu. Latwo zauwazy¢, ze kluczowym ogniwem rozumowania jest
obecno$¢ logicznej nieefektywnoSci w maszynie matematycznej, a ogolnie,
w obrebie instrumentarium, ktore stuzy do obliczania przyszlosci. Co sie
tyczy implementacji tej nieobliczalno$ci w naturze, to algorytmicznie zinter-
pretowana teoria chaosu daje podstawy do przekonania, ze procesy przypad-
kowe i nieobliczalne majg jednak miejsce. W rezultacie mozna stwierdzié, ze

53 Przykladem ukladu chaotycznego charakteryzowanego algorytmicznie jest koto ruletki plus kru-
pier; zob. R. W. Batterman, Chaos: Algorithmic Complexity vs. Dynamical Instability, w: Law and
Prediction in the Light of Chaos Research, Weingartner P. Schurz G. (red.), Springer, Berlin 1996;
jak rbwniez wpomniany wezesniej uktad dwéch i wiecej cial.
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klasa réwnan ruchu jest nierozstrzygalna. Podobnie jak zbiér zdan
(S,,....S,) zbudowanych z ich pomoca. Oznacza to, ze prawda o przyszlosci
transcenduje wszelkie jej mozliwe diagnozy. Trzeba jednak podkresli¢, ze
konkluzje ta daje sie wyprowadzi¢ niezaleznie od tego, czy zachodzi imple-
mentacja nierozstrzygalnosci w Swiecie realnym. Wystarczajacym powodem
jest obecno$é¢ nierozstrzygalnych modeli matematycznych, ktére wykorzystu-
jemy do jego deskrypcji.
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FUTURE TRUTH AND THE CONCEPT OF COMPUTABILITY

ABSTRACT

The text is devoted to the problem of the application of the computability theory
to empirical knowledge on future events. The fundamental problem examined in this
paper is the following one: how to connect the intuitive concept of impredictability
with the exact concept of computability? Central to this line of thought is the prob-
lem: can the real world be modeled on a computer? The author assumes: firstly, that
the knowledge about the future is stored in statements, secondly, that a way of its
acquiring depends on the usage of mathematical formulas which describe the evolu-
tion in time, that is, which are motion equations (statements about the future are
statements about the positions of objects in the future). The task is trivial: to show
that the statements about the future can be formulated in a way that
demands the non-algorithmic mathematics application. More pre-
cisely: to show that for every motion equation and all possible initial
(input) data, there is no programme which answers yes/no to the
question whether the equation has the periodic solutions or no. The
scheme of reasoning is as follows: we assume (reductio ad absurdum) that the Tur-
ing machine that solves every motion equation is equipped with the programme that
cuts out periodic solutions. The testing of periodicity follows from the fact that its
existence would show the computability of operation/function. It is obvious that the
initial data must be computable/recursive. From that that the set real numbers is
infinite/denumerable we can admit that some operation (function) will be uncom-
putable (results: Banach/Mazur, Turing, Pour-El/Richards, Chaitin, Batterman).
That allows to apply the “Stop-Theorem” for the Turing machine, and, in the effect,
to set forth that the class of motion equations is undecidable.
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