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ABSTRACT

R. Wróbel-Rotter. Modern structural modelling, part II: inference in estimated general equilibrium models. 
Folia Oeconomica Cracoviensia 2012, 53: 85–106.

The paper presents methods of estimation and evaluation of general equilibrium models,  high
lights problematic fields and challenges. After definition of preferences, technology and 
structural shocks model’s equations, derived by solving microeconomic optimization problems, 
are loglinearised and the rational expectation solution is found. The next important step is the 
connection of theoretical variables with the observed counterparts that allows to construct the 
likelihood. Estimation, verification and numerical convergence plays crucial role in the overall 
goodness of the model. A general equilibrium model can also be used to construct hybrid vector 
autoregression that allows to test degree of its misspecification.

STRESZCZENIE

W pracy omówiono podstawowe zagadnienia związane z rozwiązywaniem, estymacją, weryfika-
cją i stabilnością numeryczną empirycznych modeli równowagi ogólnej. Zasygnalizowano możli-
wość ich wykorzystania do budowy hybrydowych modeli wektorowej autoregresji, które umoż-
liwiają ocenę stopnia poprawności i potwierdzenia przez obserwacje założeń ekonomicznych 
przyjętych w części teoretycznej modelu. Estymowany model równowagi ogólnej jest zbiorem 
warunków pierwszego rzędu, zagadnień optymalizacyjnych podmiotów zdefiniowanych w części 
teoretycznej i warunków równowagi, zapisywanych w postaci jednej funkcji wektorowej, warun-
kowej względem parametrów strukturalnych, która tworzy nieliniowy, dynamiczny system racjo-
nalnych oczekiwań, podlegający loglinearyzacji i rozwiązaniu. Stabilność rozwiązania liniowego 
implikuje liczne, trudne do określenia restrykcje w przestrzeni parametrów strukturalnych, które 
mogą stanowić przyczynę problemów numerycznych w czasie estymacji. Estymacja parametrów 
strukturalnych wymaga połączenia danych, pochodzących z makroekonomicznych szeregów 
czasowych, ze zmiennymi endogenicznymi, zdefiniowanymi w konstrukcji teoretycznej modelu, 
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poprzez równanie obserwacji, stanowiące podstawę konstrukcji funkcji wiarygodności. Liniowe 
rozwiązanie modelu zapisuje się w formie reprezentacji w przestrzeni stanów, na podstawie której 
możliwe jest skonstruowanie funkcji wiarygodności, wykorzystując filtr Kalmana, ze względu na 
nieobserwowalny charakter niektórych zmiennych stanu. 
	 Estymacja parametrów strukturalnych jest najczęściej dokonywana poprzez techniki wnio-
skowania bayesowskiego, które wykorzystują kompletny system warunków pierwszego rzędu, 
ograniczeń zasobowych i reguł decyzyjnych. Metody bayesowskie pozwalają na skonstruowanie 
jednej miary określającej stopień dopasowania modelu do danych empirycznych, w postaci brze-
gowej gęstości obserwacji, umożliwiające formalne porównywania modeli w obrębie danej klasy 
bądź też z  uwzględnieniem wektorowej autoregresji. Możliwe jest również połączenie wiedzy 
z różnych specyfikacji. Kluczową rolę w ocenie jakości modelu pełni jego weryfikacja, na którą 
składa się ocena poprawności funkcjonowania algorytmów numerycznych, w szczególności pro-
cedury Metropolisa i  Hastingsa, oraz analiza wrażliwości pozwalająca na uzyskanie pewnego 
wglądu w zależności miedzy parametrami w konstrukcji teoretycznej. Sposób rozwiązywania 
i liniowej aproksymacji modeli równowagi ogólnej nie umożliwia określenia bezpośredniego po-
wiązania parametrów postaci strukturalnej z parametrami postaci zredukowanej, które determi-
nują wnioski ekonomiczne uzyskiwane na podstawie modelu. Powoduje to, że charakterystyka ta-
kiego związku wymaga zastosowania dodatkowych metod, w szczególności technik stosowanych 
w analizie wrażliwości.
	 Oddzielnym zagadnieniem jest stopień poprawności specyfikacji modelu, w szczególności 
poprawnego określenia relacji strukturalnych w gospodarce, przyjęcia odpowiednich założeń 
funkcyjnych dla preferencji konsumentów i technologii, nieujęcia zależności nieliniowych, czy też 
poprawności specyfikacji procesów stochastycznych. Estymowany model równowagi ogólnej jest 
konstrukcją teoretyczną łączącą w jednym systemie teorię makroekonomii i mikroekonomii, co 
powoduje że wszelkie wielkości opisujące gospodarkę i prognozy są wynikiem założonej w mo-
delu teorii i struktury procesów stochastycznych. Z tego względu metody badania stopnia zgod-
ności przyjętych założeń z danymi empirycznymi stanowią szerokie pole badawcze. Jednym ze 
sposobów jej testowania jest budowa hybrydowych modeli wektorowej autoregresji, w których 
model równowagi ogólnej jest przyjmowany do generowania rozkładu a priori dla wektorowej 
autoregresji szacowanej dla danych obserwowanych. Stopień niezgodności przyjętych założeń 
ekonomicznych z danymi empirycznymi ujawnia się poprzez określone wartości parametru wago-
wego. Pracę podsumowuje wskazanie obszarów, w których potencjalnie mogą wystąpić problemy 
w trakcie wykorzystywania estymowanych modeli równowagi ogólnej w praktyce. 
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hybrydowa wektorowa autoregresja

1. WSTĘP

Estymowane modele równowagi ogólnej są złożoną konstrukcją teoretyczną, uj-
mującą szereg konkurencyjnych założeń ekonomicznych, które mogą zostać pod-
dane formalnemu testowaniu na gruncie empirycznym. Stosowanie modelu do 
analiz ekonomicznych wymaga jego oszacowania i pełnej weryfikacji, które mają 
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określić jak dobrze model odzwierciedla relacje zachodzące w realnej gospodarce. 
Celem niniejszej pracy jest kontynuacja omówienia zagadnień metodologicznych 
związanych z estymowanymi modelami równowagi ogólnej, ze szczególnym 
uwzględnieniem aspektów ekonometrycznych: estymacji, weryfikacji, stabilności 
numerycznej i analizy wrażliwości. Całość pracy podsumowuje prezentacja moż-
liwości budowy modeli hybrydowych, będących propozycją połączenia modeli 
strukturalnych z giętkością wektorowej autoregresji. Rozważania w tekście mają 
charakter ogólny i stanowią próbę podsumowania i zebrania najważniejszych za-
gadnień metodologicznych. Artykuł niniejszy stanowi kontynuację opracowania: 
„Wybrane zagadnienia współczesnego modelowania strukturalnego, część I: esty-
mowane modele równowagi ogólnej w zarysie”, poprzedniego w tym tomie.

2. METODY ROZWIĄZYWANIA MODELI STRUKTURALNYCH

Estymowany model równowagi ogólnej jest zbiorem warunków pierwszego 
rzędu, zagadnień optymalizacyjnych podmiotów zdefiniowanych w części teore-
tycznej, i warunków równowagi, zapisywanych w postaci jednej funkcji wekto-
rowej, warunkowej względem parametrów strukturalnych i, która tworzy nieli-
niowy, dynamiczny system racjonalnych oczekiwań:
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 zawierający zmienne występujące w postaci ich wartości oczekiwa-
nych w momencie (t+1), nazywanych zmiennymi antycypacyjnymi, w pierwszej 
polskiej pracy z zakresu estymowanych modeli równowagi ogólnej, Grabek, Kłos 
i Utzig-Lenarczyk (2007). Wektor 

 71 

zagadnienia wspó"czesnego modelowania strukturalnego, cz&#) I: estymowane modele 
równowagi ogólnej w zarysie”, przyj&tego do druku w Folia Oeconomica Cracoviensia.  

2. METODY ROZWI+ZYWANIA MODELI STRUKTURALNYCH 

Estymowany model równowagi ogólnej jest zbiorem warunków pierwszego rz&du, 
zagadnie( optymalizacyjnych podmiotów zdefiniowanych w cz&#ci teoretycznej, i warunków 
równowagi, zapisywanych w postaci jednej funkcji wektorowej, warunkowej wzgl&dem 
parametrów strukturalnych &, która tworzy nieliniowy, dynamiczny system racjonalnych 
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 grupuje zmienne endogeniczne występu-
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 oznaczają zależ-
ności ograniczone do zmiennych odpowiednio: występujących w formie ocze-
kiwań wartości przyszłych i w postaci opóźnień zmiennych endogenicznych, 
umożliwia zapisanie modelu równowagi ogólnej w formie: 
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która nie posiada rozwi%zania analitycznego, co powoduje konieczno#) stosowania metod 
numerycznych do przybli$enia ),( )(

1 ttyg !"
" . Obecnie cz&sto stosowan% jest metoda perturbacji, 

polegaj%ca na rozwini&ciu f(.) w szereg Taylora i aproksymacji pierwszego rz&du funkcji 
decyzyjnej przez: 
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warunku zerowania si& odpowiednich uk"adów równa( macierzowych i spe"nienia warunków 
stabilno#ci, w sensie Blancharda i Kahna, rozwi%zania modelu racjonalnych oczekiwa(: 
Blanchard i Kahn (1980). Szczegó"y zawieraj% m.in. prace: Collard i Juillard (2001a, 2001b), 
Juillard (2002) i Villemot (2011).   

Elementy macierzy gy i g(, prowadz%cych do rozwi%zania modelu równowagi ogólnej, 
b&d%ce nieliniowymi funkcjami &, s% obliczane dla ustalonego wektora parametrów 
strukturalnych &. W procesie estymacji równa( modelu, za pomoc% metod symulacyjnych, 
rozwi%zanie takie, spe"niaj%ce warunki stabilno#ci, jest obliczane dla ka$dej wylosowanej 
warto#ci &, co w praktyce oznacza na"o$enie na przestrze( parametrów strukturalnych szeregu 
restrykcji, których charakter jest trudny do okre#lenia. Metody analizy wra$liwo#ci pozwalaj% 
na uzyskanie pewnego wgl%du w charakter zale$no#ci mi&dzy & a macierzami równania 
przej#cia gy i g(.    

Estymacja parametrów strukturalnych & modelu równowagi ogólnej wymaga po"%czenia 
danych, pochodz%cych z makroekonomicznych szeregów czasowych, ze zmiennymi 
endogenicznymi, zdefiniowanymi w konstrukcji teoretycznej modelu, nazywanymi 
zmiennymi konceptualnymi w pracy: Grabek, K"os i Utzig-Lenarczyk (2007). Po"%czenie 
takie jest zdefiniowane przez równanie obserwacji (pomiaru), (ang. measurement equation), 
które "%czy zmienne stanu z ich odpowiednikami w zmiennych obserwowalnych: 
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gdzie Yt jest wektorem (n21) obserwowanych zmiennych endogenicznych, zak"ócenie losowe 
w równaniu obserwacji vt, niezale$ne od zak"óce( losowych t!  w postaci strukturalnej, mo$e 
by) interpretowane jako b"%d pomiaru danych, b%d* jako miara stopnia potencjalnie 
niepoprawnej specyfikacji modelu teoretycznego, Lubik i Schorfheide (2006). Oprócz 
opó*nionych zmiennych endogenicznych )(

1
!
!ty  i innowacji t! , równanie przej#cia mo$e 

obejmowa) kszta"towanie si& dodatkowych zmiennych z konstrukcji teoretycznej, dla których 
dost&pne s% dane empiryczne. Cz&#) zmiennych endogenicznych w modelu mo$e nie mie) 
odpowiedników w zmiennych obserwowalnych, co powoduje $e niektóre zale$no#ci mog% 
zosta) pomini&te w czasie konstrukcji równania obserwacji i, w konsekwencji, parametry 
strukturalne wyst&puj%ce jedynie w tych równaniach s% kalibrowane. Liniowa posta) funkcji 
g(.) w równaniu przej#cia i funkcji h(.) w równaniu obserwacji powoduje, $e otrzymany uk"ad 
równa( mo$na traktowa) jako liniowy system przestrzeni stanów, bezpo#rednio 
wykorzystywany do konstrukcji funkcji wiarygodno#ci. Najcz&#ciej w praktyce przyjmuje si& 
liniow% posta) równania obserwacji i zak"ada si& rozk"ady normalne dla zak"óce( losowych 
t!  i vt, co skutkuje obni$eniem stopnia numerycznego skomplikowania aplikacji. Metody 

rozwi%zywania i estymacji modelu w przypadkach ogólnych opracowali Fernández-

która nie posiada rozwiązania analitycznego, co powoduje konieczność stosowa-
nia metod numerycznych do przybliżenia 
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wykorzystywany do konstrukcji funkcji wiarygodno#ci. Najcz&#ciej w praktyce przyjmuje si& 
liniow% posta) równania obserwacji i zak"ada si& rozk"ady normalne dla zak"óce( losowych 
t!  i vt, co skutkuje obni$eniem stopnia numerycznego skomplikowania aplikacji. Metody 

rozwi%zywania i estymacji modelu w przypadkach ogólnych opracowali Fernández-

. Obecnie często stosowaną 
jest metoda perturbacji, polegająca na rozwinięciu f(.) w szereg Taylora i aproksy-
macji pierwszego rzędu funkcji decyzyjnej przez:
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która nie posiada rozwi%zania analitycznego, co powoduje konieczno#) stosowania metod 
numerycznych do przybli$enia ),( )(

1 ttyg !"
" . Obecnie cz&sto stosowan% jest metoda perturbacji, 

polegaj%ca na rozwini&ciu f(.) w szereg Taylora i aproksymacji pierwszego rz&du funkcji 
decyzyjnej przez: 
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warunku zerowania si& odpowiednich uk"adów równa( macierzowych i spe"nienia warunków 
stabilno#ci, w sensie Blancharda i Kahna, rozwi%zania modelu racjonalnych oczekiwa(: 
Blanchard i Kahn (1980). Szczegó"y zawieraj% m.in. prace: Collard i Juillard (2001a, 2001b), 
Juillard (2002) i Villemot (2011).   

Elementy macierzy gy i g(, prowadz%cych do rozwi%zania modelu równowagi ogólnej, 
b&d%ce nieliniowymi funkcjami &, s% obliczane dla ustalonego wektora parametrów 
strukturalnych &. W procesie estymacji równa( modelu, za pomoc% metod symulacyjnych, 
rozwi%zanie takie, spe"niaj%ce warunki stabilno#ci, jest obliczane dla ka$dej wylosowanej 
warto#ci &, co w praktyce oznacza na"o$enie na przestrze( parametrów strukturalnych szeregu 
restrykcji, których charakter jest trudny do okre#lenia. Metody analizy wra$liwo#ci pozwalaj% 
na uzyskanie pewnego wgl%du w charakter zale$no#ci mi&dzy & a macierzami równania 
przej#cia gy i g(.    

Estymacja parametrów strukturalnych & modelu równowagi ogólnej wymaga po"%czenia 
danych, pochodz%cych z makroekonomicznych szeregów czasowych, ze zmiennymi 
endogenicznymi, zdefiniowanymi w konstrukcji teoretycznej modelu, nazywanymi 
zmiennymi konceptualnymi w pracy: Grabek, K"os i Utzig-Lenarczyk (2007). Po"%czenie 
takie jest zdefiniowane przez równanie obserwacji (pomiaru), (ang. measurement equation), 
które "%czy zmienne stanu z ich odpowiednikami w zmiennych obserwowalnych: 

);,( )(
1 !ttt vyhY "
"= , 

gdzie Yt jest wektorem (n21) obserwowanych zmiennych endogenicznych, zak"ócenie losowe 
w równaniu obserwacji vt, niezale$ne od zak"óce( losowych t!  w postaci strukturalnej, mo$e 
by) interpretowane jako b"%d pomiaru danych, b%d* jako miara stopnia potencjalnie 
niepoprawnej specyfikacji modelu teoretycznego, Lubik i Schorfheide (2006). Oprócz 
opó*nionych zmiennych endogenicznych )(

1
!
!ty  i innowacji t! , równanie przej#cia mo$e 

obejmowa) kszta"towanie si& dodatkowych zmiennych z konstrukcji teoretycznej, dla których 
dost&pne s% dane empiryczne. Cz&#) zmiennych endogenicznych w modelu mo$e nie mie) 
odpowiedników w zmiennych obserwowalnych, co powoduje $e niektóre zale$no#ci mog% 
zosta) pomini&te w czasie konstrukcji równania obserwacji i, w konsekwencji, parametry 
strukturalne wyst&puj%ce jedynie w tych równaniach s% kalibrowane. Liniowa posta) funkcji 
g(.) w równaniu przej#cia i funkcji h(.) w równaniu obserwacji powoduje, $e otrzymany uk"ad 
równa( mo$na traktowa) jako liniowy system przestrzeni stanów, bezpo#rednio 
wykorzystywany do konstrukcji funkcji wiarygodno#ci. Najcz&#ciej w praktyce przyjmuje si& 
liniow% posta) równania obserwacji i zak"ada si& rozk"ady normalne dla zak"óce( losowych 
t!  i vt, co skutkuje obni$eniem stopnia numerycznego skomplikowania aplikacji. Metody 

rozwi%zywania i estymacji modelu w przypadkach ogólnych opracowali Fernández-

gdzie 
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która nie posiada rozwi%zania analitycznego, co powoduje konieczno#) stosowania metod 
numerycznych do przybli$enia ),( )(

1 ttyg !"
" . Obecnie cz&sto stosowan% jest metoda perturbacji, 

polegaj%ca na rozwini&ciu f(.) w szereg Taylora i aproksymacji pierwszego rz&du funkcji 
decyzyjnej przez: 
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warunku zerowania si& odpowiednich uk"adów równa( macierzowych i spe"nienia warunków 
stabilno#ci, w sensie Blancharda i Kahna, rozwi%zania modelu racjonalnych oczekiwa(: 
Blanchard i Kahn (1980). Szczegó"y zawieraj% m.in. prace: Collard i Juillard (2001a, 2001b), 
Juillard (2002) i Villemot (2011).   

Elementy macierzy gy i g(, prowadz%cych do rozwi%zania modelu równowagi ogólnej, 
b&d%ce nieliniowymi funkcjami &, s% obliczane dla ustalonego wektora parametrów 
strukturalnych &. W procesie estymacji równa( modelu, za pomoc% metod symulacyjnych, 
rozwi%zanie takie, spe"niaj%ce warunki stabilno#ci, jest obliczane dla ka$dej wylosowanej 
warto#ci &, co w praktyce oznacza na"o$enie na przestrze( parametrów strukturalnych szeregu 
restrykcji, których charakter jest trudny do okre#lenia. Metody analizy wra$liwo#ci pozwalaj% 
na uzyskanie pewnego wgl%du w charakter zale$no#ci mi&dzy & a macierzami równania 
przej#cia gy i g(.    

Estymacja parametrów strukturalnych & modelu równowagi ogólnej wymaga po"%czenia 
danych, pochodz%cych z makroekonomicznych szeregów czasowych, ze zmiennymi 
endogenicznymi, zdefiniowanymi w konstrukcji teoretycznej modelu, nazywanymi 
zmiennymi konceptualnymi w pracy: Grabek, K"os i Utzig-Lenarczyk (2007). Po"%czenie 
takie jest zdefiniowane przez równanie obserwacji (pomiaru), (ang. measurement equation), 
które "%czy zmienne stanu z ich odpowiednikami w zmiennych obserwowalnych: 
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gdzie Yt jest wektorem (n21) obserwowanych zmiennych endogenicznych, zak"ócenie losowe 
w równaniu obserwacji vt, niezale$ne od zak"óce( losowych t!  w postaci strukturalnej, mo$e 
by) interpretowane jako b"%d pomiaru danych, b%d* jako miara stopnia potencjalnie 
niepoprawnej specyfikacji modelu teoretycznego, Lubik i Schorfheide (2006). Oprócz 
opó*nionych zmiennych endogenicznych )(

1
!
!ty  i innowacji t! , równanie przej#cia mo$e 

obejmowa) kszta"towanie si& dodatkowych zmiennych z konstrukcji teoretycznej, dla których 
dost&pne s% dane empiryczne. Cz&#) zmiennych endogenicznych w modelu mo$e nie mie) 
odpowiedników w zmiennych obserwowalnych, co powoduje $e niektóre zale$no#ci mog% 
zosta) pomini&te w czasie konstrukcji równania obserwacji i, w konsekwencji, parametry 
strukturalne wyst&puj%ce jedynie w tych równaniach s% kalibrowane. Liniowa posta) funkcji 
g(.) w równaniu przej#cia i funkcji h(.) w równaniu obserwacji powoduje, $e otrzymany uk"ad 
równa( mo$na traktowa) jako liniowy system przestrzeni stanów, bezpo#rednio 
wykorzystywany do konstrukcji funkcji wiarygodno#ci. Najcz&#ciej w praktyce przyjmuje si& 
liniow% posta) równania obserwacji i zak"ada si& rozk"ady normalne dla zak"óce( losowych 
t!  i vt, co skutkuje obni$eniem stopnia numerycznego skomplikowania aplikacji. Metody 

rozwi%zywania i estymacji modelu w przypadkach ogólnych opracowali Fernández-

, nieznane macierze gy i gf są obliczane na pod-
stawie warunku zerowania się odpowiednich układów równań macierzowych 
i  spełnienia warunków stabilności, w sensie Blancharda i Kahna, rozwiązania 
modelu racjonalnych oczekiwań: Blanchard i Kahn (1980). Szczegóły zawierają 
m.in. prace: Collard i Juillard (2001a, 2001b), Juillard (2002) i Villemot (2011). 

Elementy macierzy gy i gf, prowadzących do rozwiązania modelu równowagi 
ogólnej, będące nieliniowymi funkcjami i, są obliczane dla ustalonego wektora 
parametrów strukturalnych i. W procesie estymacji równań modelu, za pomocą 
metod symulacyjnych, rozwiązanie takie, spełniające warunki stabilności, jest ob-
liczane dla każdej wylosowanej wartości i, co w praktyce oznacza nałożenie na 
przestrzeń parametrów strukturalnych szeregu restrykcji, których charakter jest 
trudny do określenia. Metody analizy wrażliwości pozwalają na uzyskanie pew-
nego wglądu w charakter zależności między i a macierzami równania przejścia 
gy i gf. 
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Estymacja parametrów strukturalnych i modelu równowagi ogólnej wymaga 
połączenia danych, pochodzących z makroekonomicznych szeregów czasowych, 
ze zmiennymi endogenicznymi, zdefiniowanymi w konstrukcji teoretycznej mo-
delu, nazywanymi zmiennymi konceptualnymi w pracy: Grabek, Kłos i Utzig- 
‑Lenarczyk (2007). Połączenie takie jest zdefiniowane przez równanie obserwacji 
(pomiaru), (ang. measurement equation), które łączy zmienne stanu z ich odpo-
wiednikami w zmiennych obserwowalnych:
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która nie posiada rozwi%zania analitycznego, co powoduje konieczno#) stosowania metod 
numerycznych do przybli$enia ),( )(

1 ttyg !"
" . Obecnie cz&sto stosowan% jest metoda perturbacji, 

polegaj%ca na rozwini&ciu f(.) w szereg Taylora i aproksymacji pierwszego rz&du funkcji 
decyzyjnej przez: 
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warunku zerowania si& odpowiednich uk"adów równa( macierzowych i spe"nienia warunków 
stabilno#ci, w sensie Blancharda i Kahna, rozwi%zania modelu racjonalnych oczekiwa(: 
Blanchard i Kahn (1980). Szczegó"y zawieraj% m.in. prace: Collard i Juillard (2001a, 2001b), 
Juillard (2002) i Villemot (2011).   

Elementy macierzy gy i g(, prowadz%cych do rozwi%zania modelu równowagi ogólnej, 
b&d%ce nieliniowymi funkcjami &, s% obliczane dla ustalonego wektora parametrów 
strukturalnych &. W procesie estymacji równa( modelu, za pomoc% metod symulacyjnych, 
rozwi%zanie takie, spe"niaj%ce warunki stabilno#ci, jest obliczane dla ka$dej wylosowanej 
warto#ci &, co w praktyce oznacza na"o$enie na przestrze( parametrów strukturalnych szeregu 
restrykcji, których charakter jest trudny do okre#lenia. Metody analizy wra$liwo#ci pozwalaj% 
na uzyskanie pewnego wgl%du w charakter zale$no#ci mi&dzy & a macierzami równania 
przej#cia gy i g(.    

Estymacja parametrów strukturalnych & modelu równowagi ogólnej wymaga po"%czenia 
danych, pochodz%cych z makroekonomicznych szeregów czasowych, ze zmiennymi 
endogenicznymi, zdefiniowanymi w konstrukcji teoretycznej modelu, nazywanymi 
zmiennymi konceptualnymi w pracy: Grabek, K"os i Utzig-Lenarczyk (2007). Po"%czenie 
takie jest zdefiniowane przez równanie obserwacji (pomiaru), (ang. measurement equation), 
które "%czy zmienne stanu z ich odpowiednikami w zmiennych obserwowalnych: 

);,( )(
1 !ttt vyhY "
"= , 

gdzie Yt jest wektorem (n21) obserwowanych zmiennych endogenicznych, zak"ócenie losowe 
w równaniu obserwacji vt, niezale$ne od zak"óce( losowych t!  w postaci strukturalnej, mo$e 
by) interpretowane jako b"%d pomiaru danych, b%d* jako miara stopnia potencjalnie 
niepoprawnej specyfikacji modelu teoretycznego, Lubik i Schorfheide (2006). Oprócz 
opó*nionych zmiennych endogenicznych )(

1
!
!ty  i innowacji t! , równanie przej#cia mo$e 

obejmowa) kszta"towanie si& dodatkowych zmiennych z konstrukcji teoretycznej, dla których 
dost&pne s% dane empiryczne. Cz&#) zmiennych endogenicznych w modelu mo$e nie mie) 
odpowiedników w zmiennych obserwowalnych, co powoduje $e niektóre zale$no#ci mog% 
zosta) pomini&te w czasie konstrukcji równania obserwacji i, w konsekwencji, parametry 
strukturalne wyst&puj%ce jedynie w tych równaniach s% kalibrowane. Liniowa posta) funkcji 
g(.) w równaniu przej#cia i funkcji h(.) w równaniu obserwacji powoduje, $e otrzymany uk"ad 
równa( mo$na traktowa) jako liniowy system przestrzeni stanów, bezpo#rednio 
wykorzystywany do konstrukcji funkcji wiarygodno#ci. Najcz&#ciej w praktyce przyjmuje si& 
liniow% posta) równania obserwacji i zak"ada si& rozk"ady normalne dla zak"óce( losowych 
t!  i vt, co skutkuje obni$eniem stopnia numerycznego skomplikowania aplikacji. Metody 

rozwi%zywania i estymacji modelu w przypadkach ogólnych opracowali Fernández-

gdzie Yt jest wektorem (n× 1) obserwowanych zmiennych endogenicznych, za-
kłócenie losowe w równaniu obserwacji vt, niezależne od zakłóceń losowych ft 
w  postaci strukturalnej, może być interpretowane jako błąd pomiaru danych, 
bądź jako miara stopnia potencjalnie niepoprawnej specyfikacji modelu teore-
tycznego, Lubik i Schorfheide (2006). Oprócz opóźnionych zmiennych endoge-
nicznych 
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która nie posiada rozwi%zania analitycznego, co powoduje konieczno#) stosowania metod 
numerycznych do przybli$enia ),( )(

1 ttyg !"
" . Obecnie cz&sto stosowan% jest metoda perturbacji, 

polegaj%ca na rozwini&ciu f(.) w szereg Taylora i aproksymacji pierwszego rz&du funkcji 
decyzyjnej przez: 
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warunku zerowania si& odpowiednich uk"adów równa( macierzowych i spe"nienia warunków 
stabilno#ci, w sensie Blancharda i Kahna, rozwi%zania modelu racjonalnych oczekiwa(: 
Blanchard i Kahn (1980). Szczegó"y zawieraj% m.in. prace: Collard i Juillard (2001a, 2001b), 
Juillard (2002) i Villemot (2011).   

Elementy macierzy gy i g(, prowadz%cych do rozwi%zania modelu równowagi ogólnej, 
b&d%ce nieliniowymi funkcjami &, s% obliczane dla ustalonego wektora parametrów 
strukturalnych &. W procesie estymacji równa( modelu, za pomoc% metod symulacyjnych, 
rozwi%zanie takie, spe"niaj%ce warunki stabilno#ci, jest obliczane dla ka$dej wylosowanej 
warto#ci &, co w praktyce oznacza na"o$enie na przestrze( parametrów strukturalnych szeregu 
restrykcji, których charakter jest trudny do okre#lenia. Metody analizy wra$liwo#ci pozwalaj% 
na uzyskanie pewnego wgl%du w charakter zale$no#ci mi&dzy & a macierzami równania 
przej#cia gy i g(.    

Estymacja parametrów strukturalnych & modelu równowagi ogólnej wymaga po"%czenia 
danych, pochodz%cych z makroekonomicznych szeregów czasowych, ze zmiennymi 
endogenicznymi, zdefiniowanymi w konstrukcji teoretycznej modelu, nazywanymi 
zmiennymi konceptualnymi w pracy: Grabek, K"os i Utzig-Lenarczyk (2007). Po"%czenie 
takie jest zdefiniowane przez równanie obserwacji (pomiaru), (ang. measurement equation), 
które "%czy zmienne stanu z ich odpowiednikami w zmiennych obserwowalnych: 
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gdzie Yt jest wektorem (n21) obserwowanych zmiennych endogenicznych, zak"ócenie losowe 
w równaniu obserwacji vt, niezale$ne od zak"óce( losowych t!  w postaci strukturalnej, mo$e 
by) interpretowane jako b"%d pomiaru danych, b%d* jako miara stopnia potencjalnie 
niepoprawnej specyfikacji modelu teoretycznego, Lubik i Schorfheide (2006). Oprócz 
opó*nionych zmiennych endogenicznych )(

1
!
!ty  i innowacji t! , równanie przej#cia mo$e 

obejmowa) kszta"towanie si& dodatkowych zmiennych z konstrukcji teoretycznej, dla których 
dost&pne s% dane empiryczne. Cz&#) zmiennych endogenicznych w modelu mo$e nie mie) 
odpowiedników w zmiennych obserwowalnych, co powoduje $e niektóre zale$no#ci mog% 
zosta) pomini&te w czasie konstrukcji równania obserwacji i, w konsekwencji, parametry 
strukturalne wyst&puj%ce jedynie w tych równaniach s% kalibrowane. Liniowa posta) funkcji 
g(.) w równaniu przej#cia i funkcji h(.) w równaniu obserwacji powoduje, $e otrzymany uk"ad 
równa( mo$na traktowa) jako liniowy system przestrzeni stanów, bezpo#rednio 
wykorzystywany do konstrukcji funkcji wiarygodno#ci. Najcz&#ciej w praktyce przyjmuje si& 
liniow% posta) równania obserwacji i zak"ada si& rozk"ady normalne dla zak"óce( losowych 
t!  i vt, co skutkuje obni$eniem stopnia numerycznego skomplikowania aplikacji. Metody 

rozwi%zywania i estymacji modelu w przypadkach ogólnych opracowali Fernández-

 i innowacji ft, równanie przejścia może obejmować kształtowanie 
się dodatkowych zmiennych z konstrukcji teoretycznej, dla których dostępne są 
dane empiryczne. Część zmiennych endogenicznych w modelu może nie mieć 
odpowiedników w zmiennych obserwowalnych, co powoduje że niektóre zależ-
ności mogą zostać pominięte w czasie konstrukcji równania obserwacji i, w kon-
sekwencji, parametry strukturalne występujące jedynie w tych równaniach 
są kalibrowane. Liniowa postać funkcji g(.) w równaniu przejścia i funkcji h(.) 
w  równaniu obserwacji powoduje, że otrzymany układ równań można trakto-
wać jako liniowy system przestrzeni stanów, bezpośrednio wykorzystywany do 
konstrukcji funkcji wiarygodności. Najczęściej w praktyce przyjmuje się liniową 
postać równania obserwacji i zakłada się rozkłady normalne dla zakłóceń loso-
wych ft i ot, co skutkuje obniżeniem stopnia numerycznego skomplikowania 
aplikacji. Metody rozwiązywania i estymacji modelu w przypadkach ogólnych 
opracowali Fernández-Villaverde i Rubio-Ramírez (2003, 2005), Arulampalam, 
Maskell, Gordon i Clapp (2002) oraz Amisano i Tristani (2007).

3. KONSTRUKCJA FUNKCJI WIARYGODNOŚCI 

Zmienne obserwowalne są połączone ze zmiennymi zdefiniowanymi w kon-
strukcji teoretycznej modelu w sposób przybliżony, dopuszczający istnienie od-
chylenia ot:
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Villaverde i Rubio-Ramírez (2003, 2005), Arulampalam, Maskell, Gordon i Clapp (2002) 
oraz Amisano i Tristani (2007). 

3. KONSTRUKCJA FUNKCJI WIARYGODNO'CI   

 Zmienne obserwowalne s% po"%czone ze zmiennymi zdefiniowanymi w konstrukcji 
teoretycznej modelu w sposób przybli$ony, dopuszczaj%cy istnienie odchylenia vt: 

ttt vCyY += !)(  

gdzie C pe"ni rol& macierzy selekcjonuj%cej i odzwierciedla za"o$enia dotycz%ce wyboru 
poszczególnych zmiennych stanu do konstrukcji równania obserwacji, zwi%zane 
z dost&pno#ci% i definicj% danych empirycznych. Wykorzystuj%c zale$no#) )()( ˆ !! += tt yyy , 
gdzie )(ˆ !

ty  jest odchyleniem zmiennych endogenicznych )(!
ty  od ich warto#ci w stanie 

stabilnym y , oraz zak"adaj%c liniow% posta) równania przej#cia: 

ttyt gygyy !! ˆˆ )(
1

)( ++= "
"

# , 

otrzymujemy nast&puj%cy uk"ad równa(: 

ttt vyCyCY ++= !)(ˆ  

ttyt gygy !! ˆˆˆ )(
1

)( += "
"

#  

w którym macierze gy i g( zale$% od wektora & oraz zak"adamy 0)( =tvE  i vtt vvE !=)( ' . 
Uk"ad ten, liniowy wzgl&dem zmiennych endogenicznych, tworzy reprezentacj& modelu 
równowagi ogólnej w przestrzeni stanów, na podstawie którego mo$liwe jest skonstruowanie 
funkcji wiarygodno#ci, wykorzystuj%c filtr Kalmana, ze wzgl&du na nieobserwowalny 
charakter niektórych zmiennych stanu. Dla wektora zak"óce( losowych w równaniu przej#cia 

tt gw !! ˆ=  i w równaniu obserwacji vt zak"ada si& niezale$ne, identyczne rozk"ady normalne, 
o warto#ciach oczekiwanych równych zero i macierzach kowariancji odpowiednio Q oraz V: 

),0(~ QiidNwt  i ),0(~ ViidNvt .  
!%czny rozk"ad obserwacji Y, pochodz%cej z teoretycznej gospodarki pozostaj%cej 

w równowadze dynamicznej, jest iloczynem warunkowych rozk"adów wektorów Yt, 
wzgl&dem przesz"ych warto#ci Yt-1: ),|( 1 !"tt YYp , przy ustalonych parametrach & i rozk"adzie 
stanu pocz%tkowego Y0: 

)|(),|()...,|(),|()( 001211 !!!!! YpYYpYYpYYpYp TTTT """= . 

gdzie Y jest macierz% (T2n) obserwacji na zmiennych endogenicznych. Funkcja 
wiarygodno#ci jest konstruowana rekurencyjnie; Hamilton (1994), Fernández-Villaverde 
i Rubio-Ramírez (2005, 2007): 
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gdzie C pełni rolę macierzy selekcjonującej i odzwierciedla założenia dotyczące 
wyboru poszczególnych zmiennych stanu do konstrukcji równania obserwacji, 
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związane z dostępnością i definicją danych empirycznych. Wykorzystując zależ-
ność 
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3. KONSTRUKCJA FUNKCJI WIARYGODNO'CI   

 Zmienne obserwowalne s% po"%czone ze zmiennymi zdefiniowanymi w konstrukcji 
teoretycznej modelu w sposób przybli$ony, dopuszczaj%cy istnienie odchylenia vt: 

ttt vCyY += !)(  

gdzie C pe"ni rol& macierzy selekcjonuj%cej i odzwierciedla za"o$enia dotycz%ce wyboru 
poszczególnych zmiennych stanu do konstrukcji równania obserwacji, zwi%zane 
z dost&pno#ci% i definicj% danych empirycznych. Wykorzystuj%c zale$no#) )()( ˆ !! += tt yyy , 
gdzie )(ˆ !

ty  jest odchyleniem zmiennych endogenicznych )(!
ty  od ich warto#ci w stanie 

stabilnym y , oraz zak"adaj%c liniow% posta) równania przej#cia: 

ttyt gygyy !! ˆˆ )(
1

)( ++= "
"

# , 

otrzymujemy nast&puj%cy uk"ad równa(: 

ttt vyCyCY ++= !)(ˆ  

ttyt gygy !! ˆˆˆ )(
1

)( += "
"

#  

w którym macierze gy i g( zale$% od wektora & oraz zak"adamy 0)( =tvE  i vtt vvE !=)( ' . 
Uk"ad ten, liniowy wzgl&dem zmiennych endogenicznych, tworzy reprezentacj& modelu 
równowagi ogólnej w przestrzeni stanów, na podstawie którego mo$liwe jest skonstruowanie 
funkcji wiarygodno#ci, wykorzystuj%c filtr Kalmana, ze wzgl&du na nieobserwowalny 
charakter niektórych zmiennych stanu. Dla wektora zak"óce( losowych w równaniu przej#cia 

tt gw !! ˆ=  i w równaniu obserwacji vt zak"ada si& niezale$ne, identyczne rozk"ady normalne, 
o warto#ciach oczekiwanych równych zero i macierzach kowariancji odpowiednio Q oraz V: 

),0(~ QiidNwt  i ),0(~ ViidNvt .  
!%czny rozk"ad obserwacji Y, pochodz%cej z teoretycznej gospodarki pozostaj%cej 

w równowadze dynamicznej, jest iloczynem warunkowych rozk"adów wektorów Yt, 
wzgl&dem przesz"ych warto#ci Yt-1: ),|( 1 !"tt YYp , przy ustalonych parametrach & i rozk"adzie 
stanu pocz%tkowego Y0: 

)|(),|()...,|(),|()( 001211 !!!!! YpYYpYYpYYpYp TTTT """= . 

gdzie Y jest macierz% (T2n) obserwacji na zmiennych endogenicznych. Funkcja 
wiarygodno#ci jest konstruowana rekurencyjnie; Hamilton (1994), Fernández-Villaverde 
i Rubio-Ramírez (2005, 2007): 
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, gdzie 
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3. KONSTRUKCJA FUNKCJI WIARYGODNO'CI   

 Zmienne obserwowalne s% po"%czone ze zmiennymi zdefiniowanymi w konstrukcji 
teoretycznej modelu w sposób przybli$ony, dopuszczaj%cy istnienie odchylenia vt: 

ttt vCyY += !)(  

gdzie C pe"ni rol& macierzy selekcjonuj%cej i odzwierciedla za"o$enia dotycz%ce wyboru 
poszczególnych zmiennych stanu do konstrukcji równania obserwacji, zwi%zane 
z dost&pno#ci% i definicj% danych empirycznych. Wykorzystuj%c zale$no#) )()( ˆ !! += tt yyy , 
gdzie )(ˆ !

ty  jest odchyleniem zmiennych endogenicznych )(!
ty  od ich warto#ci w stanie 

stabilnym y , oraz zak"adaj%c liniow% posta) równania przej#cia: 

ttyt gygyy !! ˆˆ )(
1

)( ++= "
"

# , 

otrzymujemy nast&puj%cy uk"ad równa(: 

ttt vyCyCY ++= !)(ˆ  

ttyt gygy !! ˆˆˆ )(
1

)( += "
"

#  

w którym macierze gy i g( zale$% od wektora & oraz zak"adamy 0)( =tvE  i vtt vvE !=)( ' . 
Uk"ad ten, liniowy wzgl&dem zmiennych endogenicznych, tworzy reprezentacj& modelu 
równowagi ogólnej w przestrzeni stanów, na podstawie którego mo$liwe jest skonstruowanie 
funkcji wiarygodno#ci, wykorzystuj%c filtr Kalmana, ze wzgl&du na nieobserwowalny 
charakter niektórych zmiennych stanu. Dla wektora zak"óce( losowych w równaniu przej#cia 

tt gw !! ˆ=  i w równaniu obserwacji vt zak"ada si& niezale$ne, identyczne rozk"ady normalne, 
o warto#ciach oczekiwanych równych zero i macierzach kowariancji odpowiednio Q oraz V: 

),0(~ QiidNwt  i ),0(~ ViidNvt .  
!%czny rozk"ad obserwacji Y, pochodz%cej z teoretycznej gospodarki pozostaj%cej 

w równowadze dynamicznej, jest iloczynem warunkowych rozk"adów wektorów Yt, 
wzgl&dem przesz"ych warto#ci Yt-1: ),|( 1 !"tt YYp , przy ustalonych parametrach & i rozk"adzie 
stanu pocz%tkowego Y0: 

)|(),|()...,|(),|()( 001211 !!!!! YpYYpYYpYYpYp TTTT """= . 

gdzie Y jest macierz% (T2n) obserwacji na zmiennych endogenicznych. Funkcja 
wiarygodno#ci jest konstruowana rekurencyjnie; Hamilton (1994), Fernández-Villaverde 
i Rubio-Ramírez (2005, 2007): 
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 jest odchyleniem zmiennych endogenicznych 
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3. KONSTRUKCJA FUNKCJI WIARYGODNO'CI   

 Zmienne obserwowalne s% po"%czone ze zmiennymi zdefiniowanymi w konstrukcji 
teoretycznej modelu w sposób przybli$ony, dopuszczaj%cy istnienie odchylenia vt: 

ttt vCyY += !)(  

gdzie C pe"ni rol& macierzy selekcjonuj%cej i odzwierciedla za"o$enia dotycz%ce wyboru 
poszczególnych zmiennych stanu do konstrukcji równania obserwacji, zwi%zane 
z dost&pno#ci% i definicj% danych empirycznych. Wykorzystuj%c zale$no#) )()( ˆ !! += tt yyy , 
gdzie )(ˆ !

ty  jest odchyleniem zmiennych endogenicznych )(!
ty  od ich warto#ci w stanie 

stabilnym y , oraz zak"adaj%c liniow% posta) równania przej#cia: 

ttyt gygyy !! ˆˆ )(
1

)( ++= "
"

# , 

otrzymujemy nast&puj%cy uk"ad równa(: 

ttt vyCyCY ++= !)(ˆ  

ttyt gygy !! ˆˆˆ )(
1

)( += "
"

#  

w którym macierze gy i g( zale$% od wektora & oraz zak"adamy 0)( =tvE  i vtt vvE !=)( ' . 
Uk"ad ten, liniowy wzgl&dem zmiennych endogenicznych, tworzy reprezentacj& modelu 
równowagi ogólnej w przestrzeni stanów, na podstawie którego mo$liwe jest skonstruowanie 
funkcji wiarygodno#ci, wykorzystuj%c filtr Kalmana, ze wzgl&du na nieobserwowalny 
charakter niektórych zmiennych stanu. Dla wektora zak"óce( losowych w równaniu przej#cia 

tt gw !! ˆ=  i w równaniu obserwacji vt zak"ada si& niezale$ne, identyczne rozk"ady normalne, 
o warto#ciach oczekiwanych równych zero i macierzach kowariancji odpowiednio Q oraz V: 

),0(~ QiidNwt  i ),0(~ ViidNvt .  
!%czny rozk"ad obserwacji Y, pochodz%cej z teoretycznej gospodarki pozostaj%cej 

w równowadze dynamicznej, jest iloczynem warunkowych rozk"adów wektorów Yt, 
wzgl&dem przesz"ych warto#ci Yt-1: ),|( 1 !"tt YYp , przy ustalonych parametrach & i rozk"adzie 
stanu pocz%tkowego Y0: 

)|(),|()...,|(),|()( 001211 !!!!! YpYYpYYpYYpYp TTTT """= . 

gdzie Y jest macierz% (T2n) obserwacji na zmiennych endogenicznych. Funkcja 
wiarygodno#ci jest konstruowana rekurencyjnie; Hamilton (1994), Fernández-Villaverde 
i Rubio-Ramírez (2005, 2007): 
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od ich wartości w stanie stabilnym 
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3. KONSTRUKCJA FUNKCJI WIARYGODNO'CI   

 Zmienne obserwowalne s% po"%czone ze zmiennymi zdefiniowanymi w konstrukcji 
teoretycznej modelu w sposób przybli$ony, dopuszczaj%cy istnienie odchylenia vt: 

ttt vCyY += !)(  

gdzie C pe"ni rol& macierzy selekcjonuj%cej i odzwierciedla za"o$enia dotycz%ce wyboru 
poszczególnych zmiennych stanu do konstrukcji równania obserwacji, zwi%zane 
z dost&pno#ci% i definicj% danych empirycznych. Wykorzystuj%c zale$no#) )()( ˆ !! += tt yyy , 
gdzie )(ˆ !

ty  jest odchyleniem zmiennych endogenicznych )(!
ty  od ich warto#ci w stanie 

stabilnym y , oraz zak"adaj%c liniow% posta) równania przej#cia: 

ttyt gygyy !! ˆˆ )(
1

)( ++= "
"

# , 

otrzymujemy nast&puj%cy uk"ad równa(: 

ttt vyCyCY ++= !)(ˆ  

ttyt gygy !! ˆˆˆ )(
1

)( += "
"

#  

w którym macierze gy i g( zale$% od wektora & oraz zak"adamy 0)( =tvE  i vtt vvE !=)( ' . 
Uk"ad ten, liniowy wzgl&dem zmiennych endogenicznych, tworzy reprezentacj& modelu 
równowagi ogólnej w przestrzeni stanów, na podstawie którego mo$liwe jest skonstruowanie 
funkcji wiarygodno#ci, wykorzystuj%c filtr Kalmana, ze wzgl&du na nieobserwowalny 
charakter niektórych zmiennych stanu. Dla wektora zak"óce( losowych w równaniu przej#cia 

tt gw !! ˆ=  i w równaniu obserwacji vt zak"ada si& niezale$ne, identyczne rozk"ady normalne, 
o warto#ciach oczekiwanych równych zero i macierzach kowariancji odpowiednio Q oraz V: 

),0(~ QiidNwt  i ),0(~ ViidNvt .  
!%czny rozk"ad obserwacji Y, pochodz%cej z teoretycznej gospodarki pozostaj%cej 

w równowadze dynamicznej, jest iloczynem warunkowych rozk"adów wektorów Yt, 
wzgl&dem przesz"ych warto#ci Yt-1: ),|( 1 !"tt YYp , przy ustalonych parametrach & i rozk"adzie 
stanu pocz%tkowego Y0: 

)|(),|()...,|(),|()( 001211 !!!!! YpYYpYYpYYpYp TTTT """= . 

gdzie Y jest macierz% (T2n) obserwacji na zmiennych endogenicznych. Funkcja 
wiarygodno#ci jest konstruowana rekurencyjnie; Hamilton (1994), Fernández-Villaverde 
i Rubio-Ramírez (2005, 2007): 
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, oraz zakładając liniową postać równania 
przejścia:
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3. KONSTRUKCJA FUNKCJI WIARYGODNO'CI   

 Zmienne obserwowalne s% po"%czone ze zmiennymi zdefiniowanymi w konstrukcji 
teoretycznej modelu w sposób przybli$ony, dopuszczaj%cy istnienie odchylenia vt: 

ttt vCyY += !)(  

gdzie C pe"ni rol& macierzy selekcjonuj%cej i odzwierciedla za"o$enia dotycz%ce wyboru 
poszczególnych zmiennych stanu do konstrukcji równania obserwacji, zwi%zane 
z dost&pno#ci% i definicj% danych empirycznych. Wykorzystuj%c zale$no#) )()( ˆ !! += tt yyy , 
gdzie )(ˆ !

ty  jest odchyleniem zmiennych endogenicznych )(!
ty  od ich warto#ci w stanie 

stabilnym y , oraz zak"adaj%c liniow% posta) równania przej#cia: 

ttyt gygyy !! ˆˆ )(
1

)( ++= "
"

# , 

otrzymujemy nast&puj%cy uk"ad równa(: 

ttt vyCyCY ++= !)(ˆ  

ttyt gygy !! ˆˆˆ )(
1

)( += "
"

#  

w którym macierze gy i g( zale$% od wektora & oraz zak"adamy 0)( =tvE  i vtt vvE !=)( ' . 
Uk"ad ten, liniowy wzgl&dem zmiennych endogenicznych, tworzy reprezentacj& modelu 
równowagi ogólnej w przestrzeni stanów, na podstawie którego mo$liwe jest skonstruowanie 
funkcji wiarygodno#ci, wykorzystuj%c filtr Kalmana, ze wzgl&du na nieobserwowalny 
charakter niektórych zmiennych stanu. Dla wektora zak"óce( losowych w równaniu przej#cia 

tt gw !! ˆ=  i w równaniu obserwacji vt zak"ada si& niezale$ne, identyczne rozk"ady normalne, 
o warto#ciach oczekiwanych równych zero i macierzach kowariancji odpowiednio Q oraz V: 

),0(~ QiidNwt  i ),0(~ ViidNvt .  
!%czny rozk"ad obserwacji Y, pochodz%cej z teoretycznej gospodarki pozostaj%cej 

w równowadze dynamicznej, jest iloczynem warunkowych rozk"adów wektorów Yt, 
wzgl&dem przesz"ych warto#ci Yt-1: ),|( 1 !"tt YYp , przy ustalonych parametrach & i rozk"adzie 
stanu pocz%tkowego Y0: 

)|(),|()...,|(),|()( 001211 !!!!! YpYYpYYpYYpYp TTTT """= . 

gdzie Y jest macierz% (T2n) obserwacji na zmiennych endogenicznych. Funkcja 
wiarygodno#ci jest konstruowana rekurencyjnie; Hamilton (1994), Fernández-Villaverde 
i Rubio-Ramírez (2005, 2007): 
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otrzymujemy następujący układ równań:
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3. KONSTRUKCJA FUNKCJI WIARYGODNO'CI   

 Zmienne obserwowalne s% po"%czone ze zmiennymi zdefiniowanymi w konstrukcji 
teoretycznej modelu w sposób przybli$ony, dopuszczaj%cy istnienie odchylenia vt: 

ttt vCyY += !)(  

gdzie C pe"ni rol& macierzy selekcjonuj%cej i odzwierciedla za"o$enia dotycz%ce wyboru 
poszczególnych zmiennych stanu do konstrukcji równania obserwacji, zwi%zane 
z dost&pno#ci% i definicj% danych empirycznych. Wykorzystuj%c zale$no#) )()( ˆ !! += tt yyy , 
gdzie )(ˆ !

ty  jest odchyleniem zmiennych endogenicznych )(!
ty  od ich warto#ci w stanie 

stabilnym y , oraz zak"adaj%c liniow% posta) równania przej#cia: 

ttyt gygyy !! ˆˆ )(
1

)( ++= "
"

# , 

otrzymujemy nast&puj%cy uk"ad równa(: 

ttt vyCyCY ++= !)(ˆ  

ttyt gygy !! ˆˆˆ )(
1

)( += "
"

#  

w którym macierze gy i g( zale$% od wektora & oraz zak"adamy 0)( =tvE  i vtt vvE !=)( ' . 
Uk"ad ten, liniowy wzgl&dem zmiennych endogenicznych, tworzy reprezentacj& modelu 
równowagi ogólnej w przestrzeni stanów, na podstawie którego mo$liwe jest skonstruowanie 
funkcji wiarygodno#ci, wykorzystuj%c filtr Kalmana, ze wzgl&du na nieobserwowalny 
charakter niektórych zmiennych stanu. Dla wektora zak"óce( losowych w równaniu przej#cia 

tt gw !! ˆ=  i w równaniu obserwacji vt zak"ada si& niezale$ne, identyczne rozk"ady normalne, 
o warto#ciach oczekiwanych równych zero i macierzach kowariancji odpowiednio Q oraz V: 

),0(~ QiidNwt  i ),0(~ ViidNvt .  
!%czny rozk"ad obserwacji Y, pochodz%cej z teoretycznej gospodarki pozostaj%cej 

w równowadze dynamicznej, jest iloczynem warunkowych rozk"adów wektorów Yt, 
wzgl&dem przesz"ych warto#ci Yt-1: ),|( 1 !"tt YYp , przy ustalonych parametrach & i rozk"adzie 
stanu pocz%tkowego Y0: 

)|(),|()...,|(),|()( 001211 !!!!! YpYYpYYpYYpYp TTTT """= . 

gdzie Y jest macierz% (T2n) obserwacji na zmiennych endogenicznych. Funkcja 
wiarygodno#ci jest konstruowana rekurencyjnie; Hamilton (1994), Fernández-Villaverde 
i Rubio-Ramírez (2005, 2007): 
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3. KONSTRUKCJA FUNKCJI WIARYGODNO'CI   

 Zmienne obserwowalne s% po"%czone ze zmiennymi zdefiniowanymi w konstrukcji 
teoretycznej modelu w sposób przybli$ony, dopuszczaj%cy istnienie odchylenia vt: 

ttt vCyY += !)(  

gdzie C pe"ni rol& macierzy selekcjonuj%cej i odzwierciedla za"o$enia dotycz%ce wyboru 
poszczególnych zmiennych stanu do konstrukcji równania obserwacji, zwi%zane 
z dost&pno#ci% i definicj% danych empirycznych. Wykorzystuj%c zale$no#) )()( ˆ !! += tt yyy , 
gdzie )(ˆ !

ty  jest odchyleniem zmiennych endogenicznych )(!
ty  od ich warto#ci w stanie 

stabilnym y , oraz zak"adaj%c liniow% posta) równania przej#cia: 
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w którym macierze gy i g( zale$% od wektora & oraz zak"adamy 0)( =tvE  i vtt vvE !=)( ' . 
Uk"ad ten, liniowy wzgl&dem zmiennych endogenicznych, tworzy reprezentacj& modelu 
równowagi ogólnej w przestrzeni stanów, na podstawie którego mo$liwe jest skonstruowanie 
funkcji wiarygodno#ci, wykorzystuj%c filtr Kalmana, ze wzgl&du na nieobserwowalny 
charakter niektórych zmiennych stanu. Dla wektora zak"óce( losowych w równaniu przej#cia 

tt gw !! ˆ=  i w równaniu obserwacji vt zak"ada si& niezale$ne, identyczne rozk"ady normalne, 
o warto#ciach oczekiwanych równych zero i macierzach kowariancji odpowiednio Q oraz V: 

),0(~ QiidNwt  i ),0(~ ViidNvt .  
!%czny rozk"ad obserwacji Y, pochodz%cej z teoretycznej gospodarki pozostaj%cej 

w równowadze dynamicznej, jest iloczynem warunkowych rozk"adów wektorów Yt, 
wzgl&dem przesz"ych warto#ci Yt-1: ),|( 1 !"tt YYp , przy ustalonych parametrach & i rozk"adzie 
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gdzie Y jest macierz% (T2n) obserwacji na zmiennych endogenicznych. Funkcja 
wiarygodno#ci jest konstruowana rekurencyjnie; Hamilton (1994), Fernández-Villaverde 
i Rubio-Ramírez (2005, 2007): 
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w którym macierze gy i gf zależą od wektora i oraz zakładamy 
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gdzie )(ˆ !
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równowagi ogólnej w przestrzeni stanów, na podstawie którego mo$liwe jest skonstruowanie 
funkcji wiarygodno#ci, wykorzystuj%c filtr Kalmana, ze wzgl&du na nieobserwowalny 
charakter niektórych zmiennych stanu. Dla wektora zak"óce( losowych w równaniu przej#cia 

tt gw !! ˆ=  i w równaniu obserwacji vt zak"ada si& niezale$ne, identyczne rozk"ady normalne, 
o warto#ciach oczekiwanych równych zero i macierzach kowariancji odpowiednio Q oraz V: 

),0(~ QiidNwt  i ),0(~ ViidNvt .  
!%czny rozk"ad obserwacji Y, pochodz%cej z teoretycznej gospodarki pozostaj%cej 

w równowadze dynamicznej, jest iloczynem warunkowych rozk"adów wektorów Yt, 
wzgl&dem przesz"ych warto#ci Yt-1: ),|( 1 !"tt YYp , przy ustalonych parametrach & i rozk"adzie 
stanu pocz%tkowego Y0: 
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gdzie Y jest macierz% (T2n) obserwacji na zmiennych endogenicznych. Funkcja 
wiarygodno#ci jest konstruowana rekurencyjnie; Hamilton (1994), Fernández-Villaverde 
i Rubio-Ramírez (2005, 2007): 

)](')(5.0exp[)det()2()( 1|
1
1|1|

1

2/1
1|

2/
!

!
!!

=

!
!

! !"!!"=# tttttttt

T

t
tt

n YYYYY $%! , 

. Układ ten, liniowy względem zmiennych endogenicznych, two-
rzy reprezentację modelu równowagi ogólnej w przestrzeni stanów, na podsta-
wie którego możliwe jest skonstruowanie funkcji wiarygodności, wykorzystując 
filtr Kalmana, ze względu na nieobserwowalny charakter niektórych zmiennych 
stanu. Dla wektora zakłóceń losowych w równaniu przejścia 
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gdzie )(ˆ !

ty  jest odchyleniem zmiennych endogenicznych )(!
ty  od ich warto#ci w stanie 

stabilnym y , oraz zak"adaj%c liniow% posta) równania przej#cia: 
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w którym macierze gy i g( zale$% od wektora & oraz zak"adamy 0)( =tvE  i vtt vvE !=)( ' . 
Uk"ad ten, liniowy wzgl&dem zmiennych endogenicznych, tworzy reprezentacj& modelu 
równowagi ogólnej w przestrzeni stanów, na podstawie którego mo$liwe jest skonstruowanie 
funkcji wiarygodno#ci, wykorzystuj%c filtr Kalmana, ze wzgl&du na nieobserwowalny 
charakter niektórych zmiennych stanu. Dla wektora zak"óce( losowych w równaniu przej#cia 

tt gw !! ˆ=  i w równaniu obserwacji vt zak"ada si& niezale$ne, identyczne rozk"ady normalne, 
o warto#ciach oczekiwanych równych zero i macierzach kowariancji odpowiednio Q oraz V: 

),0(~ QiidNwt  i ),0(~ ViidNvt .  
!%czny rozk"ad obserwacji Y, pochodz%cej z teoretycznej gospodarki pozostaj%cej 

w równowadze dynamicznej, jest iloczynem warunkowych rozk"adów wektorów Yt, 
wzgl&dem przesz"ych warto#ci Yt-1: ),|( 1 !"tt YYp , przy ustalonych parametrach & i rozk"adzie 
stanu pocz%tkowego Y0: 

)|(),|()...,|(),|()( 001211 !!!!! YpYYpYYpYYpYp TTTT """= . 

gdzie Y jest macierz% (T2n) obserwacji na zmiennych endogenicznych. Funkcja 
wiarygodno#ci jest konstruowana rekurencyjnie; Hamilton (1994), Fernández-Villaverde 
i Rubio-Ramírez (2005, 2007): 
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 i w równa-
niu obserwacji ot zakłada się niezależne, identyczne rozkłady normalne, o war-
tościach oczekiwanych równych zero i macierzach kowariancji odpowiednio 
Q oraz V: 
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gdzie )(ˆ !

ty  jest odchyleniem zmiennych endogenicznych )(!
ty  od ich warto#ci w stanie 
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wiarygodno#ci jest konstruowana rekurencyjnie; Hamilton (1994), Fernández-Villaverde 
i Rubio-Ramírez (2005, 2007): 

)](')(5.0exp[)det()2()( 1|
1
1|1|

1

2/1
1|

2/
!

!
!!

=

!
!

! !"!!"=# tttttttt

T

t
tt

n YYYYY $%! , 

 i 

 73 

Villaverde i Rubio-Ramírez (2003, 2005), Arulampalam, Maskell, Gordon i Clapp (2002) 
oraz Amisano i Tristani (2007). 

3. KONSTRUKCJA FUNKCJI WIARYGODNO'CI   

 Zmienne obserwowalne s% po"%czone ze zmiennymi zdefiniowanymi w konstrukcji 
teoretycznej modelu w sposób przybli$ony, dopuszczaj%cy istnienie odchylenia vt: 

ttt vCyY += !)(  

gdzie C pe"ni rol& macierzy selekcjonuj%cej i odzwierciedla za"o$enia dotycz%ce wyboru 
poszczególnych zmiennych stanu do konstrukcji równania obserwacji, zwi%zane 
z dost&pno#ci% i definicj% danych empirycznych. Wykorzystuj%c zale$no#) )()( ˆ !! += tt yyy , 
gdzie )(ˆ !

ty  jest odchyleniem zmiennych endogenicznych )(!
ty  od ich warto#ci w stanie 

stabilnym y , oraz zak"adaj%c liniow% posta) równania przej#cia: 
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w którym macierze gy i g( zale$% od wektora & oraz zak"adamy 0)( =tvE  i vtt vvE !=)( ' . 
Uk"ad ten, liniowy wzgl&dem zmiennych endogenicznych, tworzy reprezentacj& modelu 
równowagi ogólnej w przestrzeni stanów, na podstawie którego mo$liwe jest skonstruowanie 
funkcji wiarygodno#ci, wykorzystuj%c filtr Kalmana, ze wzgl&du na nieobserwowalny 
charakter niektórych zmiennych stanu. Dla wektora zak"óce( losowych w równaniu przej#cia 

tt gw !! ˆ=  i w równaniu obserwacji vt zak"ada si& niezale$ne, identyczne rozk"ady normalne, 
o warto#ciach oczekiwanych równych zero i macierzach kowariancji odpowiednio Q oraz V: 

),0(~ QiidNwt  i ),0(~ ViidNvt .  
!%czny rozk"ad obserwacji Y, pochodz%cej z teoretycznej gospodarki pozostaj%cej 

w równowadze dynamicznej, jest iloczynem warunkowych rozk"adów wektorów Yt, 
wzgl&dem przesz"ych warto#ci Yt-1: ),|( 1 !"tt YYp , przy ustalonych parametrach & i rozk"adzie 
stanu pocz%tkowego Y0: 

)|(),|()...,|(),|()( 001211 !!!!! YpYYpYYpYYpYp TTTT """= . 

gdzie Y jest macierz% (T2n) obserwacji na zmiennych endogenicznych. Funkcja 
wiarygodno#ci jest konstruowana rekurencyjnie; Hamilton (1994), Fernández-Villaverde 
i Rubio-Ramírez (2005, 2007): 
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. 
Łączny rozkład obserwacji Y, pochodzącej z teoretycznej gospodarki pozo-

stającej w  równowadze dynamicznej, jest iloczynem warunkowych rozkładów 
wektorów Yt, względem przeszłych wartości Yt-1: 
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w którym macierze gy i g( zale$% od wektora & oraz zak"adamy 0)( =tvE  i vtt vvE !=)( ' . 
Uk"ad ten, liniowy wzgl&dem zmiennych endogenicznych, tworzy reprezentacj& modelu 
równowagi ogólnej w przestrzeni stanów, na podstawie którego mo$liwe jest skonstruowanie 
funkcji wiarygodno#ci, wykorzystuj%c filtr Kalmana, ze wzgl&du na nieobserwowalny 
charakter niektórych zmiennych stanu. Dla wektora zak"óce( losowych w równaniu przej#cia 

tt gw !! ˆ=  i w równaniu obserwacji vt zak"ada si& niezale$ne, identyczne rozk"ady normalne, 
o warto#ciach oczekiwanych równych zero i macierzach kowariancji odpowiednio Q oraz V: 
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!%czny rozk"ad obserwacji Y, pochodz%cej z teoretycznej gospodarki pozostaj%cej 

w równowadze dynamicznej, jest iloczynem warunkowych rozk"adów wektorów Yt, 
wzgl&dem przesz"ych warto#ci Yt-1: ),|( 1 !"tt YYp , przy ustalonych parametrach & i rozk"adzie 
stanu pocz%tkowego Y0: 
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gdzie Y jest macierz% (T2n) obserwacji na zmiennych endogenicznych. Funkcja 
wiarygodno#ci jest konstruowana rekurencyjnie; Hamilton (1994), Fernández-Villaverde 
i Rubio-Ramírez (2005, 2007): 
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, przy ustalonych 
parametrach i i rozkładzie stanu początkowego Y0:
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3. KONSTRUKCJA FUNKCJI WIARYGODNO'CI   
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gdzie Y jest macierzą (T × n) obserwacji na zmiennych endogenicznych. Funkcja 
wiarygodności jest konstruowana rekurencyjnie; Hamilton (1994), Fernández-
Villaverde i Rubio-Ramírez (2005, 2007):
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gdzie 1| !" tt , o wymiarach (n2n), jest warunkow%, wzgl&dem zbioru informacji w momencie 
(t-1), macierz% kowariancji wektora Yt, zawieraj%cego obserwacje do momentu t, 1| !ttY  
warto#ci% oczekiwan% Yt , warunkow% wzgl&dem zbioru informacji w momencie (t-1):  
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gdzie 1
1|1|

!
!! "= ttttyt CPgK  oznacza poprawk& Kalmana. Stan pocz%tkowy uk"adu ustala si& 

w praktyce na poziomie odpowiadaj%cym deterministycznemu stanowi stabilnemu modelu. 
Opisana procedura jest zaimplementowana w pakiecie Dynare, stanowi%cym obecnie 
podstawowe narz&dzie estymacji i symulacji estymowanych modeli równowagi ogólnej, 
dlatego zosta"a tutaj w skrócie przedstawiona, Adjemian, Bastani, Juillard, Mihoubi, Perendia, 
Ratto i Villemot (2011). Funkcja wiarygodno#ci mo$e bezpo#rednio s"u$y) do estymacji 
parametrów strukturalnych modelu, m.in. Lindé (2005). Najcz&#ciej jednak wykorzystuje si& 
metody wnioskowania bayesowskiego, pozwalaj%ce na uwzgl&dnienie dodatkowej informacji 
spoza próby i unikni&cie znacznych trudno#ci numerycznych, ze wzgl&du na zastosowanie 
metod Monte Carlo. Opracowane zosta"y równie$ techniki konstrukcji funkcji wiarygodno#ci 
i estymacji modeli, w których wyst&puj% niestacjonarne zmienne losowe; Durbin i Koopman 
(2001), zob. implementacja: Adjemian, Bastani, Juillard, Mihoubi, Perendia, Ratto i Villemot 
(2011). Linearyzacja równa( strukturalnych nie jest konieczna w przypadku zastosowania 
innych metod konstrukcji funkcji wiarygodno#ci, wykorzystuj%cych filtry Monte Carlo; 
Arulampalam, Maskell, Gordon i Clapp (2002), Fernández-Villaverde i Rubio-Ramírez 
(2003), An i Schorfheide (2007a), Amisano i Tristani (2007) oraz Fair i Taylor (1983).  

4. ESTYMACJA BAYESOWSKA 

Analiza bayesowska dostarcza narz&dzia wnioskowania o parametrach strukturalnych 
estymowanych modeli równowagi ogólnej, oceny niepewno#ci zwi%zanej z ich estymacj% 
i metody okre#lania b"&du pope"nianego przy szacowaniu interesuj%cych badacza 
charakterystyk teoretycznej gospodarki. Mo$liwo#) konstrukcji rozk"adu 
prawdopodobie(stwa wybranej funkcji parametrów fundamentalnych modelu, procesów 
stochastycznych i pozosta"ych, wielko#ci odzwierciedlaj%cych mechanizmy gospodarcze, ma 
kluczowe znaczenie w ocenie stopnia wiarygodno#ci rezultatów bada(. Bayesowskie 
podej#cie do estymacji wykorzystuje kompletny system warunków pierwszego rz&du, 
ogranicze( zasobowych i regu" decyzyjnych, który jest nast&pnie szacowany na podstawie 
danych pochodz%cych ze zagregowanych szeregów czasowych, pozwalaj%c równocze#nie na 
skonstruowanie jednej miary okre#laj%cej stopie( dopasowania modelu do danych 
empirycznych, w postaci brzegowej g&sto#ci obserwacji. Jednoczesna estymacja kompletnego 
systemu dynamicznego pozwala na rozwi%zanie problemów endogeniczno#ci regresorów, 
wyst&puj%cego w regule decyzyjnej banku centralnego, który wymaga stosowania szeregu 
dodatkowych zmiennych instrumentalnych podczas estymacji pojedynczych równa( 

, o wymiarach (n× n), jest warunkową, względem zbioru informacji 
w momencie (t-1), macierzą kowariancji wektora Yt, zawierającego obserwacje do 
momentu t, 
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empirycznych, w postaci brzegowej g&sto#ci obserwacji. Jednoczesna estymacja kompletnego 
systemu dynamicznego pozwala na rozwi%zanie problemów endogeniczno#ci regresorów, 
wyst&puj%cego w regule decyzyjnej banku centralnego, który wymaga stosowania szeregu 
dodatkowych zmiennych instrumentalnych podczas estymacji pojedynczych równa( 

 i jego macierzy kowariancji 

 74 

gdzie 1| !" tt , o wymiarach (n2n), jest warunkow%, wzgl&dem zbioru informacji w momencie 
(t-1), macierz% kowariancji wektora Yt, zawieraj%cego obserwacje do momentu t, 1| !ttY  
warto#ci% oczekiwan% Yt , warunkow% wzgl&dem zbioru informacji w momencie (t-1):  

)(
1|1| ˆ ! "" += tttt yCYY , 

VCPC tttt +=! "" '1|1| , 

natomiast predykcja wektora stanu )(
|1ˆ

!
+ tty  i jego macierzy kowariancji ttP |1+  zachodzi wed"ug 

nast&puj%cych formu":  
ttttytt vKygy += !

"
!
+

)(
1|

)(
|1 ˆˆ  , 

QgPCCPPgP yttttttttytt +!+= "
"
"""+

'
1|

1
1|1|1||1 )'(  

gdzie 1
1|1|

!
!! "= ttttyt CPgK  oznacza poprawk& Kalmana. Stan pocz%tkowy uk"adu ustala si& 

w praktyce na poziomie odpowiadaj%cym deterministycznemu stanowi stabilnemu modelu. 
Opisana procedura jest zaimplementowana w pakiecie Dynare, stanowi%cym obecnie 
podstawowe narz&dzie estymacji i symulacji estymowanych modeli równowagi ogólnej, 
dlatego zosta"a tutaj w skrócie przedstawiona, Adjemian, Bastani, Juillard, Mihoubi, Perendia, 
Ratto i Villemot (2011). Funkcja wiarygodno#ci mo$e bezpo#rednio s"u$y) do estymacji 
parametrów strukturalnych modelu, m.in. Lindé (2005). Najcz&#ciej jednak wykorzystuje si& 
metody wnioskowania bayesowskiego, pozwalaj%ce na uwzgl&dnienie dodatkowej informacji 
spoza próby i unikni&cie znacznych trudno#ci numerycznych, ze wzgl&du na zastosowanie 
metod Monte Carlo. Opracowane zosta"y równie$ techniki konstrukcji funkcji wiarygodno#ci 
i estymacji modeli, w których wyst&puj% niestacjonarne zmienne losowe; Durbin i Koopman 
(2001), zob. implementacja: Adjemian, Bastani, Juillard, Mihoubi, Perendia, Ratto i Villemot 
(2011). Linearyzacja równa( strukturalnych nie jest konieczna w przypadku zastosowania 
innych metod konstrukcji funkcji wiarygodno#ci, wykorzystuj%cych filtry Monte Carlo; 
Arulampalam, Maskell, Gordon i Clapp (2002), Fernández-Villaverde i Rubio-Ramírez 
(2003), An i Schorfheide (2007a), Amisano i Tristani (2007) oraz Fair i Taylor (1983).  

4. ESTYMACJA BAYESOWSKA 

Analiza bayesowska dostarcza narz&dzia wnioskowania o parametrach strukturalnych 
estymowanych modeli równowagi ogólnej, oceny niepewno#ci zwi%zanej z ich estymacj% 
i metody okre#lania b"&du pope"nianego przy szacowaniu interesuj%cych badacza 
charakterystyk teoretycznej gospodarki. Mo$liwo#) konstrukcji rozk"adu 
prawdopodobie(stwa wybranej funkcji parametrów fundamentalnych modelu, procesów 
stochastycznych i pozosta"ych, wielko#ci odzwierciedlaj%cych mechanizmy gospodarcze, ma 
kluczowe znaczenie w ocenie stopnia wiarygodno#ci rezultatów bada(. Bayesowskie 
podej#cie do estymacji wykorzystuje kompletny system warunków pierwszego rz&du, 
ogranicze( zasobowych i regu" decyzyjnych, który jest nast&pnie szacowany na podstawie 
danych pochodz%cych ze zagregowanych szeregów czasowych, pozwalaj%c równocze#nie na 
skonstruowanie jednej miary okre#laj%cej stopie( dopasowania modelu do danych 
empirycznych, w postaci brzegowej g&sto#ci obserwacji. Jednoczesna estymacja kompletnego 
systemu dynamicznego pozwala na rozwi%zanie problemów endogeniczno#ci regresorów, 
wyst&puj%cego w regule decyzyjnej banku centralnego, który wymaga stosowania szeregu 
dodatkowych zmiennych instrumentalnych podczas estymacji pojedynczych równa( 

 zacho-
dzi według następujących formuł:

 74 

gdzie 1| !" tt , o wymiarach (n2n), jest warunkow%, wzgl&dem zbioru informacji w momencie 
(t-1), macierz% kowariancji wektora Yt, zawieraj%cego obserwacje do momentu t, 1| !ttY  
warto#ci% oczekiwan% Yt , warunkow% wzgl&dem zbioru informacji w momencie (t-1):  

)(
1|1| ˆ ! "" += tttt yCYY , 

VCPC tttt +=! "" '1|1| , 

natomiast predykcja wektora stanu )(
|1ˆ

!
+ tty  i jego macierzy kowariancji ttP |1+  zachodzi wed"ug 

nast&puj%cych formu":  
ttttytt vKygy += !

"
!
+

)(
1|

)(
|1 ˆˆ  , 

QgPCCPPgP yttttttttytt +!+= "
"
"""+

'
1|

1
1|1|1||1 )'(  

gdzie 1
1|1|

!
!! "= ttttyt CPgK  oznacza poprawk& Kalmana. Stan pocz%tkowy uk"adu ustala si& 

w praktyce na poziomie odpowiadaj%cym deterministycznemu stanowi stabilnemu modelu. 
Opisana procedura jest zaimplementowana w pakiecie Dynare, stanowi%cym obecnie 
podstawowe narz&dzie estymacji i symulacji estymowanych modeli równowagi ogólnej, 
dlatego zosta"a tutaj w skrócie przedstawiona, Adjemian, Bastani, Juillard, Mihoubi, Perendia, 
Ratto i Villemot (2011). Funkcja wiarygodno#ci mo$e bezpo#rednio s"u$y) do estymacji 
parametrów strukturalnych modelu, m.in. Lindé (2005). Najcz&#ciej jednak wykorzystuje si& 
metody wnioskowania bayesowskiego, pozwalaj%ce na uwzgl&dnienie dodatkowej informacji 
spoza próby i unikni&cie znacznych trudno#ci numerycznych, ze wzgl&du na zastosowanie 
metod Monte Carlo. Opracowane zosta"y równie$ techniki konstrukcji funkcji wiarygodno#ci 
i estymacji modeli, w których wyst&puj% niestacjonarne zmienne losowe; Durbin i Koopman 
(2001), zob. implementacja: Adjemian, Bastani, Juillard, Mihoubi, Perendia, Ratto i Villemot 
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nowi stabilnemu modelu. Opisana procedura jest zaimplementowana w pa-
kiecie Dynare, stanowiącym obecnie podstawowe narzędzie estymacji i symu-
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przedstawiona, Adjemian, Bastani, Juillard, Mihoubi, Perendia, Ratto i Villemot 
(2011). Funkcja wiarygodności może bezpośrednio służyć do estymacji parame-
trów strukturalnych modelu, m.in. Lindé (2005). Najczęściej jednak wykorzy-
stuje się metody wnioskowania bayesowskiego, pozwalające na uwzględnienie 
dodatkowej informacji spoza próby i uniknięcie znacznych trudności numerycz-
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rych występują niestacjonarne zmienne losowe; Durbin i Koopman (2001), zob. 
implementacja: Adjemian, Bastani, Juillard, Mihoubi, Perendia, Ratto i Villemot 
(2011). Linearyzacja równań strukturalnych nie jest konieczna w przypadku za-
stosowania innych metod konstrukcji funkcji wiarygodności, wykorzystujących 
filtry Monte Carlo; Arulampalam, Maskell, Gordon i Clapp (2002), Fernández- 
‑Villaverde i Rubio-Ramírez (2003), An i Schorfheide (2007a), Amisano i Tristani 
(2007) oraz Fair i Taylor (1983). 

4. ESTYMACJA BAYESOWSKA

Analiza bayesowska dostarcza narzędzia wnioskowania o parametrach struktu-
ralnych estymowanych modeli równowagi ogólnej, oceny niepewności związanej 
z ich estymacją i metody określania błędu popełnianego przy szacowaniu intere-
sujących badacza charakterystyk teoretycznej gospodarki. Możliwość konstrukcji 
rozkładu prawdopodobieństwa wybranej funkcji parametrów fundamentalnych 
modelu, procesów stochastycznych i pozostałych, wielkości odzwierciedlają-
cych mechanizmy gospodarcze, ma kluczowe znaczenie w ocenie stopnia wia-
rygodności rezultatów badań. Bayesowskie podejście do estymacji wykorzystuje 
kompletny system warunków pierwszego rzędu, ograniczeń zasobowych i reguł 
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decyzyjnych, który jest następnie szacowany na podstawie danych pochodzą-
cych ze zagregowanych szeregów czasowych, pozwalając równocześnie na skon-
struowanie jednej miary określającej stopień dopasowania modelu do danych 
empirycznych, w postaci brzegowej gęstości obserwacji. Jednoczesna estymacja 
kompletnego systemu dynamicznego pozwala na rozwiązanie problemów endo-
geniczności regresorów, występującego w regule decyzyjnej banku centralnego, 
który wymaga stosowania szeregu dodatkowych zmiennych instrumentalnych 
podczas estymacji pojedynczych równań uogólnioną metodą momentów, Lubik 
i Schorfheide (2006). Z innych prac poświęconych bayesowskiej estymacji modeli 
równowagi ogólnej można wymienić: Schorfheide (2011), Fernández-Villaverde 
(2010), Milani i Poirier (2007), Ruge-Murcia (2007), Rabanal i Rubio-Ramírez 
(2005a, 2005b), Fernández-Villaverde i Rubio-Ramírez (2004), DeJong, Ingram 
i Whiteman (2000), Otrok (2001) oraz Singleton (1988).

Analiza bayesowska pozwala na połączenie w procesie wnioskowania o wek-
torze parametrów strukturalnych danego modelu Mi subiektywnej wstępnej wie-
dzy badacza o możliwych wartościach parametrów, sformułowanej w rozkładzie 
a priori, z informacją zawartą w funkcji wiarygodności. Łączny rozkład wektora 
obserwacji Y=(Y1

’,...,YT
’)’ i  wektora parametrów strukturalnych ii danego mo-

delu, określany przez iloczyn gęstości: próbkowej p(Y ii ,Mi) i a priori p(ii Mi), 
jest nazywany statystycznym modelem bayesowskim, z którego na podstawie 
wzoru Bayesa, otrzymujemy rozkład a posteriori wektora parametrów, warun-
kowy względem i-tej specyfikacji p(ii Y, Mi ):
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uogólnion% metod% momentów, Lubik i Schorfheide (2006). Z innych prac po#wi&conych 
bayesowskiej estymacji modeli równowagi ogólnej mo$na wymieni): Schorfheide (2011), 
Fernández-Villaverde (2010), Milani i Poirier (2007), Ruge-Murcia (2007), Rabanal i Rubio-
Ramírez (2005a, 2005b), Fernández-Villaverde i Rubio-Ramírez (2004), DeJong, Ingram 
i Whiteman (2000), Otrok (2001) oraz Singleton (1988). 

Analiza bayesowska pozwala na po"%czenie w procesie wnioskowania o wektorze 
parametrów strukturalnych danego modelu Mi subiektywnej wst&pnej wiedzy badacza 
o mo$liwych warto#ciach parametrów, sformu"owanej w rozk"adzie a priori, z informacj% 
zawart% w funkcji wiarygodno#ci. !%czny rozk"ad wektora obserwacji Y=(Y1

’,...,YT
’)’ 

i wektora parametrów strukturalnych &i danego modelu, okre#lany przez iloczyn g&sto#ci: 
próbkowej p(Y 4&i ,Mi) i a priori p(&i 4Mi), jest nazywany statystycznym modelem 
bayesowskim, z którego na podstawie wzoru Bayesa, otrzymujemy rozk"ad a posteriori 
wektora parametrów, warunkowy wzgl&dem i-tej specyfikacji p(&i 4Y, Mi ): 
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gdzie )( iMYp  oznacza brzegow% g&sto#) obserwacji w i-tym modelu, wyra$on% ca"k%: 

!= iiiiii dMpMYpMYp """ )(),()( ; Zellner (1971), Osiewalski (1991, 2001) i O’Hagan 

(1994). Po zaobserwowaniu danych Y, g&sto#) wektora obserwacji ),( ii MYp !  rozpatrujemy 
jako funkcj& parametrów &i, przy ustalonych obserwacjach, czyli rozwa$amy funkcj& 
wiarygodno#ci postaci: ),(),( iiii MYpMY !! =! . G&sto#) rozk"adu a posteriori jest 

proporcjonalna do iloczynu funkcji wiarygodno#ci ),( ii MY!!  i rozk"adu a priori )( ii Mp ! : 

)(),(),( iiiiii MpMYMYp !!! !" . 

!%czny rozk"ad a posteriori parametrów i innych zmiennych w modelu zawiera wszystkie 
dost&pne o nich informacje, pozwalaj%c na wnioskowanie o ocenach punktowych 
i niepewno#ci zwi%zanej z wybranymi funkcjami parametrów, poprzez odpowiednie rozk"ady 
brzegowe. Estymacja bayesowska modeli równowagi ogólnej prowadzi do elastycznego 
uwzgl&dnienia informacji o funkcjonowaniu gospodarki uzyskanej z bada( 
mikroekonomicznych. Znajomo#) przeci&tnego czasu trwania kontraktów p"acowych, 
preferencji konsumentów w zakresie poda$y pracy, czy te$ prawdopodobnego przedzia"u 
zmienno#ci innych wielko#ci, pozwala na ich uwzgl&dnienie poprzez rozk"ad a priori, którego 
rozproszenie mo$na interpretowa) jako odzwierciedlenie stopnia wiarygodno#ci wiedzy 
wst&pnej. Subiektywne przekonania badacza dotycz%ce zachowa( grup podmiotów 
gospodarczych w modelu, wyra$one w rozk"adzie a priori, s% zawsze modyfikowane przez 
funkcj& wiarygodno#ci, co pozwala interpretowa) ró$nice mi&dzy wnioskowaniem a priori 
i a posteriori równie$ w kategoriach rozbie$no#ci mi&dzy danymi mikroekonomicznymi 
i danymi z szeregów makroekonomicznych. Nik"a wst&pna wiedza o kszta"towaniu si& 
parametrów strukturalnych modelu, b%d* jej ca"kowity brak, oznacza w praktyce przyj&cie dla 
nich nieinformacyjnych rozk"adów a priori powoduj%cych, $e wnioskowanie a posteriori 
opiera si& g"ównie na informacjach zawartych w funkcji wiarygodno#ci. Alternatywnie do 
podej#cia bayesowskiego, w niewielkich modelach równowagi ogólnej, zarówno liniowych 
jak i nieliniowych, stosowano do estymacji metod& najwi&kszej wiarygodno#ci, której 
w"asno#ci omawiaj% m.in. Fernández-Villaverde i Rubio-Ramírez (2005, 2007), Galí, Gertler 

gdzie 
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uogólnion% metod% momentów, Lubik i Schorfheide (2006). Z innych prac po#wi&conych 
bayesowskiej estymacji modeli równowagi ogólnej mo$na wymieni): Schorfheide (2011), 
Fernández-Villaverde (2010), Milani i Poirier (2007), Ruge-Murcia (2007), Rabanal i Rubio-
Ramírez (2005a, 2005b), Fernández-Villaverde i Rubio-Ramírez (2004), DeJong, Ingram 
i Whiteman (2000), Otrok (2001) oraz Singleton (1988). 

Analiza bayesowska pozwala na po"%czenie w procesie wnioskowania o wektorze 
parametrów strukturalnych danego modelu Mi subiektywnej wst&pnej wiedzy badacza 
o mo$liwych warto#ciach parametrów, sformu"owanej w rozk"adzie a priori, z informacj% 
zawart% w funkcji wiarygodno#ci. !%czny rozk"ad wektora obserwacji Y=(Y1

’,...,YT
’)’ 

i wektora parametrów strukturalnych &i danego modelu, okre#lany przez iloczyn g&sto#ci: 
próbkowej p(Y 4&i ,Mi) i a priori p(&i 4Mi), jest nazywany statystycznym modelem 
bayesowskim, z którego na podstawie wzoru Bayesa, otrzymujemy rozk"ad a posteriori 
wektora parametrów, warunkowy wzgl&dem i-tej specyfikacji p(&i 4Y, Mi ): 
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gdzie )( iMYp  oznacza brzegow% g&sto#) obserwacji w i-tym modelu, wyra$on% ca"k%: 

!= iiiiii dMpMYpMYp """ )(),()( ; Zellner (1971), Osiewalski (1991, 2001) i O’Hagan 

(1994). Po zaobserwowaniu danych Y, g&sto#) wektora obserwacji ),( ii MYp !  rozpatrujemy 
jako funkcj& parametrów &i, przy ustalonych obserwacjach, czyli rozwa$amy funkcj& 
wiarygodno#ci postaci: ),(),( iiii MYpMY !! =! . G&sto#) rozk"adu a posteriori jest 

proporcjonalna do iloczynu funkcji wiarygodno#ci ),( ii MY!!  i rozk"adu a priori )( ii Mp ! : 

)(),(),( iiiiii MpMYMYp !!! !" . 

!%czny rozk"ad a posteriori parametrów i innych zmiennych w modelu zawiera wszystkie 
dost&pne o nich informacje, pozwalaj%c na wnioskowanie o ocenach punktowych 
i niepewno#ci zwi%zanej z wybranymi funkcjami parametrów, poprzez odpowiednie rozk"ady 
brzegowe. Estymacja bayesowska modeli równowagi ogólnej prowadzi do elastycznego 
uwzgl&dnienia informacji o funkcjonowaniu gospodarki uzyskanej z bada( 
mikroekonomicznych. Znajomo#) przeci&tnego czasu trwania kontraktów p"acowych, 
preferencji konsumentów w zakresie poda$y pracy, czy te$ prawdopodobnego przedzia"u 
zmienno#ci innych wielko#ci, pozwala na ich uwzgl&dnienie poprzez rozk"ad a priori, którego 
rozproszenie mo$na interpretowa) jako odzwierciedlenie stopnia wiarygodno#ci wiedzy 
wst&pnej. Subiektywne przekonania badacza dotycz%ce zachowa( grup podmiotów 
gospodarczych w modelu, wyra$one w rozk"adzie a priori, s% zawsze modyfikowane przez 
funkcj& wiarygodno#ci, co pozwala interpretowa) ró$nice mi&dzy wnioskowaniem a priori 
i a posteriori równie$ w kategoriach rozbie$no#ci mi&dzy danymi mikroekonomicznymi 
i danymi z szeregów makroekonomicznych. Nik"a wst&pna wiedza o kszta"towaniu si& 
parametrów strukturalnych modelu, b%d* jej ca"kowity brak, oznacza w praktyce przyj&cie dla 
nich nieinformacyjnych rozk"adów a priori powoduj%cych, $e wnioskowanie a posteriori 
opiera si& g"ównie na informacjach zawartych w funkcji wiarygodno#ci. Alternatywnie do 
podej#cia bayesowskiego, w niewielkich modelach równowagi ogólnej, zarówno liniowych 
jak i nieliniowych, stosowano do estymacji metod& najwi&kszej wiarygodno#ci, której 
w"asno#ci omawiaj% m.in. Fernández-Villaverde i Rubio-Ramírez (2005, 2007), Galí, Gertler 

 oznacza brzegową gęstość obserwacji w i-tym modelu, wyrażoną 
całką: 
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uogólnion% metod% momentów, Lubik i Schorfheide (2006). Z innych prac po#wi&conych 
bayesowskiej estymacji modeli równowagi ogólnej mo$na wymieni): Schorfheide (2011), 
Fernández-Villaverde (2010), Milani i Poirier (2007), Ruge-Murcia (2007), Rabanal i Rubio-
Ramírez (2005a, 2005b), Fernández-Villaverde i Rubio-Ramírez (2004), DeJong, Ingram 
i Whiteman (2000), Otrok (2001) oraz Singleton (1988). 

Analiza bayesowska pozwala na po"%czenie w procesie wnioskowania o wektorze 
parametrów strukturalnych danego modelu Mi subiektywnej wst&pnej wiedzy badacza 
o mo$liwych warto#ciach parametrów, sformu"owanej w rozk"adzie a priori, z informacj% 
zawart% w funkcji wiarygodno#ci. !%czny rozk"ad wektora obserwacji Y=(Y1

’,...,YT
’)’ 

i wektora parametrów strukturalnych &i danego modelu, okre#lany przez iloczyn g&sto#ci: 
próbkowej p(Y 4&i ,Mi) i a priori p(&i 4Mi), jest nazywany statystycznym modelem 
bayesowskim, z którego na podstawie wzoru Bayesa, otrzymujemy rozk"ad a posteriori 
wektora parametrów, warunkowy wzgl&dem i-tej specyfikacji p(&i 4Y, Mi ): 
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gdzie )( iMYp  oznacza brzegow% g&sto#) obserwacji w i-tym modelu, wyra$on% ca"k%: 

!= iiiiii dMpMYpMYp """ )(),()( ; Zellner (1971), Osiewalski (1991, 2001) i O’Hagan 

(1994). Po zaobserwowaniu danych Y, g&sto#) wektora obserwacji ),( ii MYp !  rozpatrujemy 
jako funkcj& parametrów &i, przy ustalonych obserwacjach, czyli rozwa$amy funkcj& 
wiarygodno#ci postaci: ),(),( iiii MYpMY !! =! . G&sto#) rozk"adu a posteriori jest 

proporcjonalna do iloczynu funkcji wiarygodno#ci ),( ii MY!!  i rozk"adu a priori )( ii Mp ! : 

)(),(),( iiiiii MpMYMYp !!! !" . 

!%czny rozk"ad a posteriori parametrów i innych zmiennych w modelu zawiera wszystkie 
dost&pne o nich informacje, pozwalaj%c na wnioskowanie o ocenach punktowych 
i niepewno#ci zwi%zanej z wybranymi funkcjami parametrów, poprzez odpowiednie rozk"ady 
brzegowe. Estymacja bayesowska modeli równowagi ogólnej prowadzi do elastycznego 
uwzgl&dnienia informacji o funkcjonowaniu gospodarki uzyskanej z bada( 
mikroekonomicznych. Znajomo#) przeci&tnego czasu trwania kontraktów p"acowych, 
preferencji konsumentów w zakresie poda$y pracy, czy te$ prawdopodobnego przedzia"u 
zmienno#ci innych wielko#ci, pozwala na ich uwzgl&dnienie poprzez rozk"ad a priori, którego 
rozproszenie mo$na interpretowa) jako odzwierciedlenie stopnia wiarygodno#ci wiedzy 
wst&pnej. Subiektywne przekonania badacza dotycz%ce zachowa( grup podmiotów 
gospodarczych w modelu, wyra$one w rozk"adzie a priori, s% zawsze modyfikowane przez 
funkcj& wiarygodno#ci, co pozwala interpretowa) ró$nice mi&dzy wnioskowaniem a priori 
i a posteriori równie$ w kategoriach rozbie$no#ci mi&dzy danymi mikroekonomicznymi 
i danymi z szeregów makroekonomicznych. Nik"a wst&pna wiedza o kszta"towaniu si& 
parametrów strukturalnych modelu, b%d* jej ca"kowity brak, oznacza w praktyce przyj&cie dla 
nich nieinformacyjnych rozk"adów a priori powoduj%cych, $e wnioskowanie a posteriori 
opiera si& g"ównie na informacjach zawartych w funkcji wiarygodno#ci. Alternatywnie do 
podej#cia bayesowskiego, w niewielkich modelach równowagi ogólnej, zarówno liniowych 
jak i nieliniowych, stosowano do estymacji metod& najwi&kszej wiarygodno#ci, której 
w"asno#ci omawiaj% m.in. Fernández-Villaverde i Rubio-Ramírez (2005, 2007), Galí, Gertler 

; Zellner (1971), Osiewalski (1991, 2001) 
i O’Hagan (1994). Po zaobserwowaniu danych Y, gęstość wektora obserwacji 
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uogólnion% metod% momentów, Lubik i Schorfheide (2006). Z innych prac po#wi&conych 
bayesowskiej estymacji modeli równowagi ogólnej mo$na wymieni): Schorfheide (2011), 
Fernández-Villaverde (2010), Milani i Poirier (2007), Ruge-Murcia (2007), Rabanal i Rubio-
Ramírez (2005a, 2005b), Fernández-Villaverde i Rubio-Ramírez (2004), DeJong, Ingram 
i Whiteman (2000), Otrok (2001) oraz Singleton (1988). 

Analiza bayesowska pozwala na po"%czenie w procesie wnioskowania o wektorze 
parametrów strukturalnych danego modelu Mi subiektywnej wst&pnej wiedzy badacza 
o mo$liwych warto#ciach parametrów, sformu"owanej w rozk"adzie a priori, z informacj% 
zawart% w funkcji wiarygodno#ci. !%czny rozk"ad wektora obserwacji Y=(Y1

’,...,YT
’)’ 

i wektora parametrów strukturalnych &i danego modelu, okre#lany przez iloczyn g&sto#ci: 
próbkowej p(Y 4&i ,Mi) i a priori p(&i 4Mi), jest nazywany statystycznym modelem 
bayesowskim, z którego na podstawie wzoru Bayesa, otrzymujemy rozk"ad a posteriori 
wektora parametrów, warunkowy wzgl&dem i-tej specyfikacji p(&i 4Y, Mi ): 
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gdzie )( iMYp  oznacza brzegow% g&sto#) obserwacji w i-tym modelu, wyra$on% ca"k%: 

!= iiiiii dMpMYpMYp """ )(),()( ; Zellner (1971), Osiewalski (1991, 2001) i O’Hagan 

(1994). Po zaobserwowaniu danych Y, g&sto#) wektora obserwacji ),( ii MYp !  rozpatrujemy 
jako funkcj& parametrów &i, przy ustalonych obserwacjach, czyli rozwa$amy funkcj& 
wiarygodno#ci postaci: ),(),( iiii MYpMY !! =! . G&sto#) rozk"adu a posteriori jest 

proporcjonalna do iloczynu funkcji wiarygodno#ci ),( ii MY!!  i rozk"adu a priori )( ii Mp ! : 

)(),(),( iiiiii MpMYMYp !!! !" . 

!%czny rozk"ad a posteriori parametrów i innych zmiennych w modelu zawiera wszystkie 
dost&pne o nich informacje, pozwalaj%c na wnioskowanie o ocenach punktowych 
i niepewno#ci zwi%zanej z wybranymi funkcjami parametrów, poprzez odpowiednie rozk"ady 
brzegowe. Estymacja bayesowska modeli równowagi ogólnej prowadzi do elastycznego 
uwzgl&dnienia informacji o funkcjonowaniu gospodarki uzyskanej z bada( 
mikroekonomicznych. Znajomo#) przeci&tnego czasu trwania kontraktów p"acowych, 
preferencji konsumentów w zakresie poda$y pracy, czy te$ prawdopodobnego przedzia"u 
zmienno#ci innych wielko#ci, pozwala na ich uwzgl&dnienie poprzez rozk"ad a priori, którego 
rozproszenie mo$na interpretowa) jako odzwierciedlenie stopnia wiarygodno#ci wiedzy 
wst&pnej. Subiektywne przekonania badacza dotycz%ce zachowa( grup podmiotów 
gospodarczych w modelu, wyra$one w rozk"adzie a priori, s% zawsze modyfikowane przez 
funkcj& wiarygodno#ci, co pozwala interpretowa) ró$nice mi&dzy wnioskowaniem a priori 
i a posteriori równie$ w kategoriach rozbie$no#ci mi&dzy danymi mikroekonomicznymi 
i danymi z szeregów makroekonomicznych. Nik"a wst&pna wiedza o kszta"towaniu si& 
parametrów strukturalnych modelu, b%d* jej ca"kowity brak, oznacza w praktyce przyj&cie dla 
nich nieinformacyjnych rozk"adów a priori powoduj%cych, $e wnioskowanie a posteriori 
opiera si& g"ównie na informacjach zawartych w funkcji wiarygodno#ci. Alternatywnie do 
podej#cia bayesowskiego, w niewielkich modelach równowagi ogólnej, zarówno liniowych 
jak i nieliniowych, stosowano do estymacji metod& najwi&kszej wiarygodno#ci, której 
w"asno#ci omawiaj% m.in. Fernández-Villaverde i Rubio-Ramírez (2005, 2007), Galí, Gertler 

 rozpatrujemy jako funkcję parametrów ii, przy ustalonych obserwa-
cjach, czyli rozważamy funkcję wiarygodności postaci: 
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uogólnion% metod% momentów, Lubik i Schorfheide (2006). Z innych prac po#wi&conych 
bayesowskiej estymacji modeli równowagi ogólnej mo$na wymieni): Schorfheide (2011), 
Fernández-Villaverde (2010), Milani i Poirier (2007), Ruge-Murcia (2007), Rabanal i Rubio-
Ramírez (2005a, 2005b), Fernández-Villaverde i Rubio-Ramírez (2004), DeJong, Ingram 
i Whiteman (2000), Otrok (2001) oraz Singleton (1988). 

Analiza bayesowska pozwala na po"%czenie w procesie wnioskowania o wektorze 
parametrów strukturalnych danego modelu Mi subiektywnej wst&pnej wiedzy badacza 
o mo$liwych warto#ciach parametrów, sformu"owanej w rozk"adzie a priori, z informacj% 
zawart% w funkcji wiarygodno#ci. !%czny rozk"ad wektora obserwacji Y=(Y1

’,...,YT
’)’ 

i wektora parametrów strukturalnych &i danego modelu, okre#lany przez iloczyn g&sto#ci: 
próbkowej p(Y 4&i ,Mi) i a priori p(&i 4Mi), jest nazywany statystycznym modelem 
bayesowskim, z którego na podstawie wzoru Bayesa, otrzymujemy rozk"ad a posteriori 
wektora parametrów, warunkowy wzgl&dem i-tej specyfikacji p(&i 4Y, Mi ): 
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gdzie )( iMYp  oznacza brzegow% g&sto#) obserwacji w i-tym modelu, wyra$on% ca"k%: 

!= iiiiii dMpMYpMYp """ )(),()( ; Zellner (1971), Osiewalski (1991, 2001) i O’Hagan 

(1994). Po zaobserwowaniu danych Y, g&sto#) wektora obserwacji ),( ii MYp !  rozpatrujemy 
jako funkcj& parametrów &i, przy ustalonych obserwacjach, czyli rozwa$amy funkcj& 
wiarygodno#ci postaci: ),(),( iiii MYpMY !! =! . G&sto#) rozk"adu a posteriori jest 

proporcjonalna do iloczynu funkcji wiarygodno#ci ),( ii MY!!  i rozk"adu a priori )( ii Mp ! : 
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!%czny rozk"ad a posteriori parametrów i innych zmiennych w modelu zawiera wszystkie 
dost&pne o nich informacje, pozwalaj%c na wnioskowanie o ocenach punktowych 
i niepewno#ci zwi%zanej z wybranymi funkcjami parametrów, poprzez odpowiednie rozk"ady 
brzegowe. Estymacja bayesowska modeli równowagi ogólnej prowadzi do elastycznego 
uwzgl&dnienia informacji o funkcjonowaniu gospodarki uzyskanej z bada( 
mikroekonomicznych. Znajomo#) przeci&tnego czasu trwania kontraktów p"acowych, 
preferencji konsumentów w zakresie poda$y pracy, czy te$ prawdopodobnego przedzia"u 
zmienno#ci innych wielko#ci, pozwala na ich uwzgl&dnienie poprzez rozk"ad a priori, którego 
rozproszenie mo$na interpretowa) jako odzwierciedlenie stopnia wiarygodno#ci wiedzy 
wst&pnej. Subiektywne przekonania badacza dotycz%ce zachowa( grup podmiotów 
gospodarczych w modelu, wyra$one w rozk"adzie a priori, s% zawsze modyfikowane przez 
funkcj& wiarygodno#ci, co pozwala interpretowa) ró$nice mi&dzy wnioskowaniem a priori 
i a posteriori równie$ w kategoriach rozbie$no#ci mi&dzy danymi mikroekonomicznymi 
i danymi z szeregów makroekonomicznych. Nik"a wst&pna wiedza o kszta"towaniu si& 
parametrów strukturalnych modelu, b%d* jej ca"kowity brak, oznacza w praktyce przyj&cie dla 
nich nieinformacyjnych rozk"adów a priori powoduj%cych, $e wnioskowanie a posteriori 
opiera si& g"ównie na informacjach zawartych w funkcji wiarygodno#ci. Alternatywnie do 
podej#cia bayesowskiego, w niewielkich modelach równowagi ogólnej, zarówno liniowych 
jak i nieliniowych, stosowano do estymacji metod& najwi&kszej wiarygodno#ci, której 
w"asno#ci omawiaj% m.in. Fernández-Villaverde i Rubio-Ramírez (2005, 2007), Galí, Gertler 

. 
Gęstość rozkładu a posteriori jest proporcjonalna do iloczynu funkcji wiarygodno-
ści 
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’,...,YT
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wektora parametrów, warunkowy wzgl&dem i-tej specyfikacji p(&i 4Y, Mi ): 
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Łączny rozkład a posteriori parametrów i innych zmiennych w modelu za-
wiera wszystkie dostępne o nich informacje, pozwalając na wnioskowanie o oce-
nach punktowych i niepewności związanej z wybranymi funkcjami parametrów, 
poprzez odpowiednie rozkłady brzegowe. Estymacja bayesowska modeli równo-
wagi ogólnej prowadzi do elastycznego uwzględnienia informacji o funkcjono-
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waniu gospodarki uzyskanej z badań mikroekonomicznych. Znajomość przecięt-
nego czasu trwania kontraktów płacowych, preferencji konsumentów w zakresie 
podaży pracy, czy też prawdopodobnego przedziału zmienności innych wielko-
ści, pozwala na ich uwzględnienie poprzez rozkład a priori, którego rozprosze-
nie można interpretować jako odzwierciedlenie stopnia wiarygodności wiedzy 
wstępnej. Subiektywne przekonania badacza dotyczące zachowań grup podmio-
tów gospodarczych w modelu, wyrażone w rozkładzie a priori, są zawsze modyfi-
kowane przez funkcję wiarygodności, co pozwala interpretować różnice między 
wnioskowaniem a priori i a posteriori również w kategoriach rozbieżności między 
danymi mikroekonomicznymi i danymi z szeregów makroekonomicznych. Nikła 
wstępna wiedza o kształtowaniu się parametrów strukturalnych modelu, bądź 
jej całkowity brak, oznacza w praktyce przyjęcie dla nich nieinformacyjnych roz-
kładów a priori powodujących, że wnioskowanie a posteriori opiera się głównie 
na informacjach zawartych w funkcji wiarygodności. Alternatywnie do podejścia 
bayesowskiego, w niewielkich modelach równowagi ogólnej, zarówno liniowych 
jak i nieliniowych, stosowano do estymacji metodę największej wiarygodności, 
której własności omawiają m.in. Fernández-Villaverde i Rubio-Ramírez (2005, 
2007), Galí, Gertler i López-Salido (2005), Lindé (2005), Fernández-Villaverde,  
Rubio-Ramírez i Santos (2006) oraz Ruge-Murcia (2007). 

Metody wnioskowania bayesowskiego dostarczają formalnego narzędzia 
służącego porównywaniu konkurencyjnych modeli, w tym modeli równowagi 
ogólnej i wektorowej autoregresji, poprzez ich prawdopodobieństwa a posteriori. 
W zbiorze alternatywnych statystycznych modeli bayesowskich, 
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i López-Salido (2005), Lindé (2005), Fernández-Villaverde, Rubio-Ramírez i Santos (2006) 
oraz Ruge-Murcia (2007).  

Metody wnioskowania bayesowskiego dostarczaj% formalnego narz&dzia s"u$%cego 
porównywaniu konkurencyjnych modeli, w tym modeli równowagi ogólnej i wektorowej 
autoregresji, poprzez ich prawdopodobie(stwa a posteriori. W zbiorze alternatywnych 
statystycznych modeli bayesowskich, },...,{ 1 mMMM = , dla danych obserwacji Y, mo$emy 
okre#li) prawdopodobie(stwo a posteriori i-tego modelu, korzystaj%c ze wzoru Bayesa: 
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gdzie P(Mi) jest prawdopodobie(stwem a priori danej specyfikacji, opisuj%cym subiektywne 
przekonania badacza co do mo$liwo#ci opisu obserwacji przez ten model. Je#li rozk"ad 
a priori jest scentrowany w obszarach przestrzeni parametrów, dla których funkcja 
wiarygodno#ci przyjmuje niskie warto#ci, to model taki b&dzie mniej prawdopodobny 
a posteriori ni$ ta sama specyfikacja z bardziej rozproszonym rozk"adem a priori, przy 
za"o$eniu jednakowych szans a priori ka$dego z nich. Zgodno#) informacji wst&pnej 
z funkcj% wiarygodno#ci prowadzi do najwy$szego prawdopodobie(stwa a posteriori. 
Bayesowskie porównywanie modeli umo$liwia równie$ eliminacj& wp"ywu 
prawdopodobie(stw P(Mi) poprzez rozwa$enie ilorazu szans a posteriori par modeli, 
zdefiniowanego przez iloczyn czynnika Bayesa i ilorazu szans a priori: 
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gdzie czynnik Bayesa Bsq, okre#lony przez iloraz brzegowych g&sto#ci wektora obserwacji 
)(/)( qs MYpMYp , mierzy relatywn% moc wyja#niaj%c% modeli Ms i Mq oraz ujmuje 

informacje, w jakim stopniu obserwacje potwierdzaj% model Ms w porównaniu z modelem 
Mq; Bsq >1 oznacza wskazanie przez obserwacje, $e model Ms jest bardziej adekwatny do ich 
opisu; Jeffreys (1961), Kass i Raftey (1995).  

Metody wnioskowania bayesowskiego mog% równie$ zosta) zastosowane do 
bezpo#redniego "%czenia wiedzy z konkurencyjnych modeli o kszta"towaniu si& wybranej 
funkcji parametrów strukturalnych i procesów stochastycznych, opisuj%cych interesuj%c% 
badacza wielko#) makroekonomiczn% 5, np. wska*nik inflacji w pracy: Jacobson i Karlsson 
(2004). Funkcja g&sto#ci u#rednionego rozk"adu a posteriori 5 jest #redni% wa$on% g&sto#ci 
a posteriori 5 w ka$dym z modeli: 
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gdzie wagi )( YMP i  s% prawdopodobie(stwami a posteriori modeli.  
Schemat estymacji bayesowskiej w praktyce mo$na sprowadzi) do czterech zasadniczych 

cz&#ci: 
1. Okre#lenie rozk"adu a priori dla parametrów estymowanych i kalibracja parametrów nie 

podlegaj%cych estymacji; umo$liwia to uwzgl&dnienie w modelu wiedzy wst&pnej.  

,  
dla danych obserwacji Y, możemy określić prawdopodobieństwo a posteriori 
i‑tego modelu, korzystając ze wzoru Bayesa:
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gdzie wagi )( YMP i  s% prawdopodobie(stwami a posteriori modeli.  
Schemat estymacji bayesowskiej w praktyce mo$na sprowadzi) do czterech zasadniczych 

cz&#ci: 
1. Okre#lenie rozk"adu a priori dla parametrów estymowanych i kalibracja parametrów nie 

podlegaj%cych estymacji; umo$liwia to uwzgl&dnienie w modelu wiedzy wst&pnej.  

, mierzy relatywną moc wyjaśniającą modeli Ms 
i  Mq oraz ujmuje informacje, w jakim stopniu obserwacje potwierdzają model 
Ms w porównaniu z modelem Mq; Bsq >1 oznacza wskazanie przez obserwacje, 
że model Ms jest bardziej adekwatny do ich opisu; Jeffreys (1961), Kass i Raftey 
(1995). 

Metody wnioskowania bayesowskiego mogą również zostać zastosowane do 
bezpośredniego łączenia wiedzy z konkurencyjnych modeli o kształtowaniu się 
wybranej funkcji parametrów strukturalnych i procesów stochastycznych, opisu-
jących interesującą badacza wielkość makroekonomiczną ∆, np. wskaźnik inflacji 
w pracy: Jacobson i Karlsson (2004). Funkcja gęstości uśrednionego rozkładu a po-
steriori ∆ jest średnią ważoną gęstości a posteriori ∆ w każdym z modeli:
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gdzie wagi )( YMP i  s% prawdopodobie(stwami a posteriori modeli.  
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gdzie wagi )( YMP i  s% prawdopodobie(stwami a posteriori modeli.  
Schemat estymacji bayesowskiej w praktyce mo$na sprowadzi) do czterech zasadniczych 

cz&#ci: 
1. Okre#lenie rozk"adu a priori dla parametrów estymowanych i kalibracja parametrów nie 

podlegaj%cych estymacji; umo$liwia to uwzgl&dnienie w modelu wiedzy wst&pnej.  

 są prawdopodobieństwami a posteriori modeli. 
Schemat estymacji bayesowskiej w praktyce można sprowadzić do czterech 

zasadniczych części:
1.	 Określenie rozkładu a priori dla parametrów estymowanych i kalibracja para-

metrów nie podlegających estymacji; umożliwia to uwzględnienie w modelu 
wiedzy wstępnej. 

2.	 Wyznaczenie, poprzez numeryczną aproksymację modalnej rozkładu a poste-
riori, przybliżonych ocen parametrów strukturalnych i macierzy kowariancji, 
które są niezbędne do zapoczątkowania łańcucha Markowa.

3.	 Numeryczna realizacja estymacji bayesowskiej poprzez metody Monte Carlo 
oparte na łańcuchach Markowa (w szczególności za pomocą algorytmu Me
tropolisa i Hastingsa) oraz empiryczna ocena ich zbieżności. 

4.	 Aproksymacja brzegowych rozkładów a posteriori parametrów oraz innych 
charakterystyk modelu na podstawie uzyskanego łańcucha Markowa.

5. INNE ZAGADNIENIA METODOLOGICZNE

Ogół zagadnień metodologicznych związanych z estymowanymi modelami rów-
nowagi ogólnej jest niezwykle obszerny a ich dokładne omówienie wymagałoby 
szeregu opracowań; obszerny przegląd tematów można znaleźć m.in. w pracy: 
Wróbel-Rotter (2012f). Wybrane zagadnienia metodologiczne stanowiły cel analiz 
we wcześniejszych pracach autorki: wprowadzenie w tematykę: Wróbel-Rotter 
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(2007b, 2007c), szczegóły wyprowadzenia równań strukturalnych przykładowego 
modelu: Wróbel-Rotter (2011a, 2011c, 2012e), omówienie zagadnień estymacji 
i metod numerycznych: Wróbel-Rotter (2007a, 2008, 2012b), prezentacja technik 
oceny stabilności rozwiązania i zależności między parametrami postaci struktu-
ralnej i zredukowanej: Wróbel-Rotter (2011b, 2012c) oraz metoda budowy i zasto-
sowanie hybrydowego modelu wektorowej autoregresji: Wróbel-Rotter (2012a, 
2012d). Oprócz poruszonych w artykule tematów, w literaturze obecnych jest 
wiele zagadnień dodatkowych, z których zasadniczy dotyczy prognozowania 
na podstawie estymowanych modeli równowagi ogólnej, analizy charakterystyk 
ekonomicznych gospodarki, w  szczególności funkcji odpowiedzi impulsowych, 
i innych zagadnień dotyczących własności modeli, m.in. warunków identyfi-
kowalności parametrów. Szeroko traktowane są również aspekty numeryczne 
estymacji bayesowskiej, pełniące kluczową rolę w procesie znajdywania osza-
cowań parametrów. Zagadnienia te w większości nie są szczegółowo omawiane 
w pracy, ze względu na ich obszerność; problemy specyfikacji i identyfikowalno-
ści zostały w skrócie przedstawione poniżej. Metody prognozowania na podsta-
wie estymowanych modeli równowagi ogólnej można znaleźć m.in. w pracach: 
Del Negro i Schorfheide (2003), Smets i Wouters (2004), Adolfson, Lindé i Villani 
(2005), Rubaszek i Skrzypczyński (2008), Schorfheide, Sill i Krysko (2010), Edge, 
Kiley i Laforte (2009), Herbst i Schorfheide (2011) oraz Del Negro i Schorfheide 
(2012). Metody prognozowania bayesowskeigo omawia m.in. Geweke i White-
man (2006).

6. ANALIZA WRAŻLIWOŚCI 

Analiza wrażliwości jest pojęciem ogólnym i może się odnosić do badania 
wpływu na interesującą charakterystykę modelu zmiany jego założeń, zastoso-
wania innej metody estymacji, przyjęcia alternatywnych metod testowania hipo-
tez, czy też sposobu predykcji zmiennych, Poirier (1995). W zależności od zakresu 
zmiany danych parametrów bądź ich funkcji wokół wielkości referencyjnych, 
można rozpatrywać analizę wrażliwości w sensie lokalnym, rozważając elastycz-
ności czy też efekty krańcowe, bądź globalnym (ang. global sensitivity analysis, 
GSA), związanym ze znacznymi zakresami wartości zmiennych niezależnych 
w  systemie dynamicznym, jakie pozwalają przeanalizować prezentowane me-
tody. Na gruncie wnioskowania bayesowskiego analiza wrażliwości najczęściej 
dotyczy wpływu zmiany parametrów rozkładów a priori na ich oceny uzyskane 
a posteriori. W estymowanych modelach równowagi ogólnej często też sprawdza 
się uzyskane rezultaty estymacji w zależności od różnych ustawień parametrów 
metod numerycznych i przyjętych kryteriów oceny ich zbieżności. Oddzielnym 
zagadnieniem jest zastosowanie metod analizy wrażliwości w ocenie zależności 
występujących w konstrukcji teoretycznej modelu równowagi ogólnej.
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Sposób rozwiązywania i liniowej aproksymacji modeli równowagi ogólnej 
nie umożliwia określenia bezpośredniego powiązania parametrów postaci zredu-
kowanej z parametrami strukturalnymi. Powoduje to, że charakterystyka takiego 
związku wymaga zastosowania dodatkowych metod, w szczególności technik 
stosowanych w analizie wrażliwości, które pozwalają na określenie wybranych 
cech modelu dynamicznego i kluczowych czynników determinujących jego 
własności. Analiza wrażliwości określa w jakim stopniu niepewność związana 
z wnioskowaniem o danej charakterystyce teoretycznej gospodarki, uzyskanej 
z postaci zredukowanej modelu, jest przypisywana do źródeł niepewności zwią-
zanych z  poszczególnymi parametrami strukturalnymi. Pojęciem zbliżonym do 
analizy wrażliwości jest analiza niepewności, która ogranicza się do czynników 
wyjściowych w modelu; Saltelli, Ratto, Andres, Campolongo, Cariboni, Gatelli, 
Saisana i Tarantola (2008). Parametry występujące w postaci strukturalnej modelu 
są traktowane jako wielkości wpływające na kształtowanie się najważniejszych 
jego własności, dotyczących m.in. warunków stabilności, współczynników po-
staci zredukowanej i charakterystyk ekonomicznych gospodarki. Kluczowe pro-
cesy w systemie ekonomicznym, oznaczającym w tym przypadku estymowany 
model równowagi ogólnej, są utożsamiane z zależnościami między parametrami 
strukturalnymi a parametrami postaci zredukowanej, określonymi przez nieli-
niowe funkcje parametrów strukturalnych w reprezentacji modelu w przestrzeni 
stanów. Własności tych zależności są identyfikowane przez analizę wrażliwości 
odpowiednich parametrów strukturalnych w modelu. 

Estymowane modele równowagi ogólnej wymagają spełnienia przez para-
metry strukturalne szeregu warunków zapewniających stabilność ich rozwiąza-
nia. Analityczne wyznaczenie pełnego obszaru stabilności parametrów struktu-
ralnych jest najczęściej niemożliwe i, w praktyce, zagadnienie to jest pomijane 
lub ograniczane do sprawdzenia warunków stabilności dla wartości oczekiwa-
nych rozkładów a priori, natomiast warunki zapewniające jego spełnienie są na-
kładane dopiero na etapie estymacji bądź kalibracji parametrów strukturalnych. 
Metody analizy globalnej wrażliwości umożliwiają ocenę, które obszary prze-
strzeni parametrów w rozkładzie a priori nie spełniają warunków stabilności 
rozwiązania modelu i mogą być pomocne w określeniu wartości początkowych 
w procedurach numerycznych; zob. Ratto (2008), Berliant i Dakhlia (1997) oraz 
Salteli (2002). Pozwalają one również na wykrycie potencjalnych konfliktów mię-
dzy wartościami poszczególnych parametrów mających kluczowe znaczenie w 
dopasowaniu modelu do wybranych szeregów makroekonomicznych. Analiza 
wrażliwości może być również zastosowana do badania obszarów stabilności 
rozwiązania, oceny dopasowania do danych oraz techniki przybliżania związku 
między parametrami postaci zredukowanej i strukturalnej modelu z zastosowa-
niem filtrowania Monte Carlo i dekompozycji funkcji; zob. Saltelli, Ratto, Andres, 
Campolongo, Cariboni, Gatelli, Saisana i Tarantola (2008), Saltelli, Tarantola, Cam-
polongo i Ratto (2004), Ratto (2008), Berliant i Dakhlia (1997) oraz Salteli (2002). 
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Pełną analizę wrażliwości dla estymowanego modelu równowagi ogólnej przed-
stawili m.in. Ratto, Röger, in’t Veld i Girardi (2005).

7. SPECYFIKACJA I IDENTYFIKACJA MODELI

Estymowany model równowagi ogólnej jest konstrukcją teoretyczną łączącą 
w  jednym systemie teorię makroekonomii i mikroekonomii, co powoduje że 
wszelkie wielkości opisujące gospodarkę i prognozy są wynikiem założonej 
w modelu teorii oraz struktury procesów stochastycznych kształtującej jej dyna-
mikę. Ogólny charakter wskazuje na kilka potencjalnych źródeł jego nieodpo-
wiedniej konstrukcji, mogących mieć swoje przyczyny w niepoprawnym okre-
śleniu relacji strukturalnych gospodarki, preferencji konsumentów i technologii, 
pominięciu zależności nieliniowych, nieprawidłowej specyfikacji procesów sto-
chastycznych oraz symetrycznym traktowaniu podmiotów w modelach dla go-
spodarek otwartych; Lubik i Schorfheide (2006). Poprawna specyfikacja modelu 
jest tutaj rozumiana jako uznanie danego modelu za właściwy proces generu-
jący obserwacje. Zmniejszenie stopnia niepoprawnej specyfikacji estymowanych 
modeli równowagi ogólnej jest możliwe poprzez zwiększenie liczby zmiennych 
losowych modelujących zakłócenia strukturalne w  modelu zapisanym w po-
staci systemu racjonalnych oczekiwań, m.in. Smets i Wouters (2003) oraz Lubik 
i Schorfheide (2006). Alternatywnie, możliwe jest wprowadzenie stochastycznych 
zakłóceń do równania obserwacji, bez nadawania im interpretacji ekonomicznej; 
Sargent (1989). Ocena poprawności modeli strukturalnych jest najczęściej doko-
nywana po ich zapisaniu w formie wektorowej regresji, z odpowiednimi para-
metrycznymi restrykcjami i analizie ich zgodności z danymi empirycznymi i mo-
delem referencyjnym; Schorfheide (2000), An i Schorfheide (2007b). Omówienie 
zagadnień polityki pieniężnej w przypadku modeli z pewnym stopniem nieod-
powiedniej specyfikacji można znaleźć m.in. w pracy: Del Negro i Schorfheide 
(2005, 2009).

Oprócz zagadnienia poprawności specyfikacji estymowanych modeli równo-
wagi ogólnej, często pojawiającym się w czasie ich konstrukcji, problemem jest 
identyfikacja parametrów strukturalnych. Model ekonometryczny nie jest iden-
tyfikowalny, jeśli konkurencyjne jego parametryzacje, mające różną interpretację 
ekonomiczną, prowadzą do tego samego rozkładu prawdopodobieństwa obser-
wacji, tzn. są obserwacyjnie równoważne; Lubik i Schorfheide (2006). Określe-
nie warunków identyfikowalności modeli równowagi ogólnej jest trudniejsze 
niż w przypadku wektorowej autoregresji, czy też liniowych modeli o równa-
niach współzależnych, ze względu na nieliniowość związku między parame-
trami strukturalnymi a reprezentacją modelu w przestrzeni stanów, która określa 
łączny rozkład prawdopodobieństwa obserwacji. Modele te są identyfikowalne 
przy założeniu odpowiednich rozkładów a priori i struktury procesów egzoge-
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nicznych; Lubik i Schorfheide (2004) oraz Beyer i Farmer (2004). Metody estyma-
cji wykorzystujące podejścia z niepełną informacją, takie jak uogólniona metoda 
momentów czy też metoda znajdywania ocen parametrów poprzez porównywa-
nie funkcji odpowiedzi impulsowych, mogą powodować występowanie ukry-
tych problemów identyfikacyjnych, ze względu na pominięcie podczas estyma-
cji części założeń dotyczących pozostałych równań i procesów stochastycznych 
modelu. Specyfikacja pełnego układu założeń, konstrukcja funkcji wiarygodno-
ści, uwzględnienie dodatkowej informacji poprzez rozkład a priori i jednoczesna 
estymacja systemu równań pozwalają na zapewnienie identyfikowalności mo-
delu i zapewniają istnienie rozkładu a posteriori. Zagadnienia identyfikacji mo-
delu i jego parametrów strukturalnych nie będą szerzej omawiane w pracy, a je-
dynie zasygnalizowane dla zapewnienia kompleksowego podejścia do tematyki 
estymowanych modeli równowagi ogólnej.

8. MODELE HYBRYDOWE I POPRAWNOŚĆ SPECYFIKACJI

Stopień niezgodności restrykcji, wynikających z mikroekonomicznych zagad-
nień optymalizacyjnych i reguł decyzyjnych, z danymi makroekonomicznymi 
może być analizowany w kontekście rozkładu a priori i a posteriori na gruncie 
wnioskowania bayesowskiego. Rozkład a priori, generowany z modelu równo-
wagi ogólnej, może być przyjmowany dla wektorowej autoregresji, umożliwiając 
w ten sposób sprawdzenie zgodności teorii ekonomicznej z danymi empirycz-
nymi; Del Negro i Schorfheide (2004). Metodologia pozwalająca na połączenie 
wnioskowania na podstawie estymowanych modeli równowagi ogólnej z mo-
delami wektorowej autoregresji została zaproponowana w pracy Del  Negro 
i Schorfheide (2004) i następnie rozwinięta przez Del Negro, Schorfheide, Smets 
i Wouters (2007). Określa ona klasę modeli hybrydowych, znanych w literaturze 
pod pojęciem DSGE-VAR (ang. Dynamic Stochastic General Equilibrium Vector 
AutoRegression), które powstały w wyniku poszukiwania metod uwzględniania 
w modelach wektorowej autoregresji informacji wstępnych, mających za zada-
nie ich powiązanie z teorią ekonomii i poprawienie ich własności. Pierwotnie 
prace te koncentrowały się na zastosowaniu modeli strukturalnych, podbudowa-
nych teorią ekonomii, do konstrukcji rozkładów a priori dla wektorowej autore-
gresji; Ingram i Whiteman (1994), bądź do porównań własności statystycznych 
makroekonomicznych szeregów czasowych; DeJong, Ingram i Whiteman (1996). 
Modele teoretyczne dostarczały porównywalnego rozkładu a priori, ocenianego 
w kategoriach zdolności prognostycznej uzyskanej postaci hybrydowej, jak me-
todologia, w której zmienne wektorowej autoregresji są traktowane a priori jako 
grupa niezależnych procesów błądzenia losowego, zaproponowana w pracy 
Doan, Litterman i Sims (1984) oraz Litterman (1986). Pierwszy model hybry-
dowy, estymowany metodą największej wiarygodności, powstał po zdefiniowa-
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niu procesu autoregresyjnego dla wektora zakłóceń losowych w równaniu ob-
serwacji reprezentacji modelu równowagi ogólnej w przestrzeni stanów i został 
zaproponowany w pracy Ireland (2004). Dalszy rozwój metodologii polegał na 
konstrukcji rozkładów prawdopodobieństwa, które w sposób formalny łączyły 
wnioskowanie na podstawie wektorowej autoregresji z modelami posiadającymi 
uzasadnienie w teorii ekonomii. Techniki te pozwoliły na opracowane metod for-
malnego wnioskowania o  parametrach modelu równowagi ogólnej na podsta-
wie wektorowej autoregresji w modelach hybrydowych; Del Negro i Schorfheide 
(2004) oraz Del Negro, Schorfheide, Smets i Wouters (2007) i dyskusję ich własno-
ści; Christiano (2007). Z obecnie opracowanych zastosowań modeli hybrydowych 
można wymienić prace m.in. Lee, Matheson i Smith (2007), Liu i Gupta (2008), 
Watanabe (2007), Chow i McNelis (2010), Adolfson, Laseén, Lindé i Villani (2008), 
Kolasa, Rubaszek i Skrzypczyński (2012) oraz Brzoza-Brzezina i Kolasa (2012). 

Łączne wnioskowanie na podstawie obydwu podejść jest możliwe poprzez 
budowę modelu hybrydowego, czyli hybrydowego modelu wektorowej auto-
regresji. Składa się on z pomocniczego modelu wektorowej autoregresji, służą-
cego aproksymacji rozwiązania zlinearyzowanego modelu równowagi ogólnej 
i konstrukcji rozkładu a priori, oraz zasadniczego modelu wektorowej autore-
gresji, szacowanego na danych rzeczywistych. Model hybrydowy można inter-
pretować jako identyfikowalny model wektorowej autoregresji (ang. identified 
VAR), nie zaś jako formę zredukowaną modelu strukturalnego, An i Schorfheide 
(2007b). Waga λ modelu równowagi ogólnej w modelu hybrydowym może zo-
stać ustalona arbitralnie, bądź na podstawie formalnego kryterium, opartego na 
brzegowej gęstości obserwacji. Model hybrydowy dostarcza narzędzia służącego 
odpowiedzi na pytanie, w jakim stopniu dane empiryczne potwierdzają hipo-
tezy wnoszone przez model równowagi ogólnej, a w jakim są te hipotezy lepiej 
potwierdzane przez model wektorowej autoregresji bez ograniczeń. Stosowanie 
modelu strukturalnego jako punktu odniesienia dla procesów wektorowej au-
toregresji zakłada, że teoria ekonomiczna, ujęta poprzez stylizowane zależności 
zdefiniowane w modelowej gospodarce, nadaje się do jej uwzględnienia w mo-
delu połączonym. Model hybrydowy można postrzegać jako sposób na popra-
wienie własności wektorowej autoregresji, poprzez uwzględnienie informacji 
wstępnej, wynikającej z teorii ekonomii, bądź też jako technikę umożliwiającą 
złagodzenie restrykcji obecnych w modelu równowagi ogólnej i ocenę popraw-
ności jego specyfikacji.

Budowa modelu hybrydowego jest procesem hierarchicznym, zaczynającym 
się od specyfikacji rozkładu a priori dla wektora parametrów modelu równowagi 
ogólnej, warunkowo względem którego definiuje się rozkład a priori dla współ-
czynników wektorowej autoregresji. Umożliwia to, po uwzględnieniu funkcji 
wiarygodności, wnioskowanie a posteriori zarówno o parametrach modelu struk-
turalnego jak i współczynnikach wektorowej autoregresji. Rozkład a priori jest 
konstruowany w oparciu o próbkę danych symulacyjnych z modelu struktural-



100

nego, które następnie służą estymacji modelu pomocniczego pozwalającego na 
przekazanie informacji wstępnej do modelu hybrydowego; podejście takie stoso-
wali m.in. Sims i Zha (1998). Ma ono również swoje uzasadnienie w pionierskich 
pracach z zakresu łączenia w modelu statystycznym wiedzy spoza próby i infor-
macji niesionej przez obserwacje oraz metodach ich estymacji; Theil i Goldber-
ger (1961). Koncepcja modeli pomocniczych jest związana również z bayesow-
skimi metodami wnioskowania nie wprost (ang. indirect inference); Gallant  
i McCulloch (2009). Możliwe jest również rozpatrywanie modelu hybrydowego 
w kontekście badań poświęconych wykorzystywaniu wektorowej autoregresji 
jako punktu odniesienia do empirycznych porównań z modelami wywodzącymi 
się z teorii ekonomii. 

Wnioskowanie w modelu hybrydowym o współczynnikach i macierzy kowa-
riancji wektorowej autoregresji: Ф i Σu, parametrach i modelu równowagi ogólnej 
i parametrze wagowym m jest możliwe po zdefiniowaniu modelu połączonego, 
który jest określony przez wektorową autoregresję aproksymującą rozwiązanie 
zlinearyzowanej postaci modelu strukturalnego oraz wektorową autoregresję bez 
restrykcji dla danych obserwowalnych. Łączny rozkład a priori dla Ф, Σu, i i m jest 
budowany w sposób hierarchiczny:
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wyraża się standardową gęstością prawdopodobieństwa, natomiast brzegowy 
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,  
jest przybliżany numerycznie, z  zastosowaniem algorytmu Metropolisa i Ha-
stingsa; Adjemian, DarracqPariès i Moyen (2008). Hybrydowy model wektorowej 
autoregresji proponuje również metodę identyfikacji zakłóceń strukturalnych na 
podstawie innowacji występujących w postaci zredukowanej; Del Negro i Schor-
fheide (2004, 2006, 2008), Del Negro, Schorfheide, Smets i Wouters (2007). 

9. UWAGI KOŃCOWE

Estymowany model równowagi ogólnej jest konstrukcją, która jest silnie zako-
rzeniona w teorii ekonomii. Otrzymane w wyniku rozwiązania mikroekonomicz-
nych zagadnień optymalizacyjnych podmiotów równania strukturalne, mające 
formę nieliniowego systemu racjonalnych oczekiwań, należy sprowadzić do ta-
kiej postaci, aby ich parametry mogły zostać oszacowane na podstawie danych 
empirycznych, w szczególności aby można było zapisać funkcję wiarygodności. 
Oznacza to, że model poddaje się szeregowi przekształceń i aproksymacji, które 
prowadzą do jego operacjonalizacji. Główne obszary na które należy zwrócić 
uwagę to:

1.	 Układ założeń teoretycznych: postać funkcji chwilowej użyteczności i jej ar-
gumenty, struktura sektora produkcyjnego, która ma ścisły związek z mecha-
nizmami agregującymi, w szczególności sposób indeksowania cen wpływa-
jący na postać krzywej Phillipsa.

2.	 Struktura procesów losowych w postaci strukturalnej, które determinują dy-
namikę zmiennych stanu w modelu. 

3.	 Linearyzacja równań strukturalnych, najczęściej stosowana w praktyce 
w celu uproszenia modelu. Modele w postaci nieliniowej są bardziej skompli-
kowane do opracowania od strony numerycznej.

4.	 Rozwiązanie zlinearyzowanego modelu równowagi ogólnej, powodujące 
nałożenie na przestrzeń parametrów skomplikowanych restrykcji, wynikają-
cych z konieczności zapewnienia jego stabilności.

5.	 Sposób połączenia zmiennych endogenicznych, występujących w rozwiąza-
niu zlinearyzowanego modelu, ze zmiennymi obserwowanymi, które należy 
oczyścić z trendu i sezonowości oraz sprowadzić do stacjonarności.

6.	  Przyjętą metodę estymacji, w szczególności czy jest to metoda z pełną infor-
macją, jak podejście bayesowskie, czy też taka, w której równania szacuje się 
oddzielnie, jak np. uogólniona metoda momentów.

7.	 Stronę numeryczną, w której potencjalne problemy mogą wynikać z postaci 
funkcji wiarygodności, w konsekwencji nałożenia na przestrzeń parametrów 
licznych, skomplikowanych restrykcji, wynikających z konieczności zapew-
nienia stabilności rozwiązania modelu.
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  8.	 Funkcjonowanie algorytmu Metropolisa i Hastingsa, w szczególności dobór 
punktów startowych za pomocą przybliżonych metod numerycznych, moni-
torowanie jego zbieżności i analiza wrażliwości na zmianę wartości początko-
wych. Stabilność średnich ergodycznych.

  9.	 Analizę obszarów wartości parametrów strukturalnych prowadzących do 
stabilności rozwiązania, wpływu w praktyce ich niewielkiej liczby na współ-
czynniki postaci zredukowanej odpowiedzialne za charakterystyki ekono-
miczne modelu.

10.	 W modelach hybrydowych: jakość aproksymacji zlinearyzowanego modelu 
równowagi ogólnej przez wektorową autoregresję, zazwyczaj niskiego rzędu. 
Wrażliwość ocen brzegowej gęstości obserwacji na zmianę wartości parame-
tru wagowego.
Wymienione aspekty modelowania za pomocą estymowanych modeli rów-

nowagi ogólnej nie wyczerpują wszystkich obszarów, na które należy zwrócić 
szczególną uwagę w badaniach empirycznych. Mają one jedynie zasygnalizować 
możliwość wystąpienia problemów przy stosowaniu modeli w praktyce.
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