
PRZEGL D STATYSTYCZNY
R. LX – ZESZYT 4 – 2013

EMIL PANEK

„SILNY” EFEKT MAGISTRALI W MODELU DYNAMIKI EKONOMICZNEJ 
TYPU GALE’A. ZAGADNIENIE WZROSTU DOCELOWEGO

1. WST P

Artyku  nawi zuje do pracy Panek (2003, rozdz. 5) oraz Panek, Runka (2011). 
W pierwszej przedstawiono dowód tzw. „s abego” , a w drugiej” s abego” i „bardzo 
silnego” twierdzenia o magistrali w stacjonarnej gospodarce Gale’a. W pracy z 2003 r. 
w charakterze kryterium wzrostu przyj to warto  produkcji, mierzonej w cenach 
równowagi von Neumanna, wytworzonej w ko cowym okresie ustalonego horyzontu 
T  =  {0,1, …, t1}, t1  <  + . W artykule z 2011 r. rol  kryterium wzrostu gra mierzona 
w cenach równowagi von Neumanna warto  produkcji wytworzonej w ca ym hory-
zoncie T. 

W literaturze znana jest tak e po rednia wersja tzw. „silnych” twierdze  o magi-
strali1. Jednemu z takich twierdze  po wi cony jest niniejszy artyku . Dzi ki warun-
kowi (VI) jego dowód jest prostszy od dowodów innych twierdze  tego typu znanych 
z literatury. Przy dowodzie kluczow  rol  gra oryginalny lemat 1. W charakterze 
kryterium wzrostu przyj to, tak jak w pracy z 2003 r., mierzon  w cenach równowagi 
von Neumanna warto  produkcji wytworzonej w gospodarce w ko cowym okresie t1 
horyzontu T. Obowi zuj  oznaczenia stosowane w obu wspomnianych wy ej pracach.

2. PRZESTRZE  PRODUKCYJNA GALE’A. RÓWNOWAGA VON NEUMANNA

W gospodarce Gale’a mamy n towarów, a jej mo liwo ci wytwórcze opisuje 
tzw. przestrze  produkcyjna nRZ . Elementami przestrzeni Z s  pary wektorów 
(x, y)  =  (x1, …, xn,  y1, …, yn) nak adów (zu ycia) x oraz wyników (produkcji) y. Zapis 
(x, y)    Z oznacza, e z nak adów x mo liwe jest wytworzenie produkcji y. Przestrze  
produkcyjna Gale’a spe nia nast puj ce warunki2:

1 Zobacz m.in. Makarow, Rubinow (1973), McKenzie (1976), McKenzie (2005), Nikaido (1968, 
rozdz. IV), Takayama (1985, rozdz. 7), a z nowszych prac np. Khan, Piazza (2011). Obszerniejsz  biblio-
gra   zamieszczono w pracy Panek (2011).

2 Z interpretacj  ekonomiczn  warunków (I) – (IV) mo na zapozna  si  w pracy Panka (2003, 
rozdz. 5).
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(I) Zyx 11   Zyx  Zyxyx 11

(II) yx

(III) Zyx   'x x  'y y  Zyx ''  

(IV) Z jest zbiorem domkni tym w R2n.

Tak zde  niowana przestrze  produkcyjna Z jest sto kiem domkni tym zawartym 
w nR  , z wierzcho kiem w 0. Dalej interesuj  nas wy cznie nietrywialnie procesy 
produkcji (x, y)    0.3 Liczb

 

nazywamy wska nikiem technologicznej efektywno ci procesu (x, y). Funkcja  jest 
ci g a i dodatnio jednorodna stopnia 0 na Z \ {0}:

Zyx }{\   yxyx . 

Przy przyj tych za o eniach istnieje 

}{\
max

Zyx
yx max

1
yxyx

Vyx
 

gdzie }1|1 xZyxV  (tutaj i dalej 
i

iaa ).4 

Liczb  M nazywamy optymalnym wska nikiem technologicznej efektywno ci 
produkcji w gospodarce Gale’a. Proces yx , dla którego Myx , nazywamy 
optymalnym procesem produkcji. 

Przy przyj tych za o eniach proces taki istnieje i jest okre lony z dok adno ci  
do struktury (do mno enia przez sta  dodatni ). Dalej interesuj  nas wy cznie takie 
optymalne procesy produkcji Zyx , w których wytwarzane s  wszystkie towary, 
czyli y . Gospodark  maj c  t  w asno  nazywamy regularn . atwo zauwa y , 
e w regularnej gospodarce Gale’a istnieje optymalny proces produkcji yx , w któ-

rym 

 yxM .  (1)

3 Przy za o eniu (II) warunek (x, y)    0 poci ga za sob  x    0.
4 Zob. np. Panek (2003, tw. 5.2; zamiast zwartego zbioru V(1) w twierdzeniu tym mamy zwarty 

zbiór ).
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Pisz c dalej o optymalnym procesie produkcji w (regularnej) gospodarce zawsze 
mamy na my li proces yx  spe niaj cy warunek (1). Niech p  =  (p1, …, pn)    0 b dzie 
wektorem cen towarów. Liczb

xp
yppyx  

(tam gdzie jest okre lona) nazywamy wska nikiem ekonomicznej efektywno ci pro-
cesu (x, y) przy cenach p (tutaj i wsz dzie dalej 

i
iibaba ). 

W regularnej gospodarce Gale’a istniej  takie ceny p , przy których 

 xpypZyx M   (2)

oraz

 pyx
}{\

max
Zyx

Mpyx   (3)

zob. np. Panek (2003; tw. 5.3, 5.4). Wektor p   nazywamy wektorem cen von Neumanna. 
Trójka }{ pZyxM  tworzy tzw. optymalny stan równowagi von Neumanna 
w gospodarce Gale’a. W równowadze takiej dochodzi do zrównania efektywno ci 
ekonomicznej produkcji w gospodarce Gale’a z jej efektywno ci  technologiczn .5

We my optymalny proces produkcji Zyx . Zgodnie z (1) mamy:

 
x
x

x
x

M

M .s
y
y  (4)

O wektorze s mówimy, e charakteryzuje optymaln  struktur  nak adów 
x
x

 

oraz produkcji 
y
y

. Interesuje nas taka gospodarka Gale’a, w której efektywno  

ekonomiczna jakiegokolwiek procesu (x, y) ze struktur  nak adów odbiegaj c  od 
optymalnej, jest ni sza od maksymalnej efektywno ci, osi ganej przez gospodark  
w równowadze:

5 Jest to jednocze nie najwy sza efektywno  jak  w ogóle mo e osi gn  gospodarka.
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(V) Zyx  Mpyxpyxs
x
x . 

We my liczb    >  0 i utwórzmy zbiór 

 

s
x
xZyxZ | .  (5)

Przy za o eniach (I) – (V) funkcja ( , , p  ) jest ci g a na Z( ) oraz

 M
Zyx

bpyxmax  (6)

lub inaczej, podstawiaj c ( )  =  M  –  b( ):

 MpyxZyx   (7)

zob. Panek (2003, lemat 5.2). Z de  nicji funkcji b wnioskuj emy, e jest ona dodatnia 
i nierosn ca na obszarze okre lono ci:

'' bb  oraz Mb  przy  

(tym samym M  >  ( )    0 przy     0). damy nieco wi cej, a mianowicie, e 

(VI) Efektywno  ekonomiczna procesu (x, y)    Z jest tym ni sza, im bardziej 

struktura nak adów 
x
x

 odbiega w nim od optymalnej struktury s.

Wówczas funkcja b( ) w (6) maleje (równowa nie: funkcja ( )  =  M  –  b( ) 
ro nie) na obszarze okre lono ci. Warunek ten zachodzi np. gdy przestrze  produk-
cyjna Gale’a jest sto kiem silnie wypuk ym6.

6 Dla dowolnych dodatnich liczb ,  oraz dowolnej pary liniowo niezale nych procesów 
(x1, y1)    Z, (x2, y2)    Z ich kombinacja liniowa (x, y)  =   (x1, y1)  +   (x2, y2) jest punktem wewn trznym 
zbioru Z.
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3. DYNAMIKA. ZAGADNIENIE WZROSTU DOCELOWEGO

Oznaczmy przez t zmienn  czasu, t  =  0,1, …, t1  <  + . Zbiór okresów T  =  {0,1, …, t1} 
jest horyzontem, w którym interesuje nas funkcjonowanie gospodarki. Okres ko cowy 
t1 horyzontu T wyznacza jednocze nie jego d ugo . Przez

 1 txtxtytx n Ztyty n1  (8)

oznaczamy dopuszczalny proces produkcji w gospodarce Gale’a w okresie t. Gospo-
darka jest zamkni ta w tym sensie, e nak ady w okresie nast pnym pochodz  w niej 
wy cznie z produkcji wytworzonej w okresie poprzednim:

   t = 11t . (9)

Nierówno  ta, cznie z inkluzj  (8) i warunkiem (III) prowadzi do inkluzji

 1 Ztyty   t = 11t . (10)

Ustalmy pocz tkowy wektor produkcji

 y (0)  =  y0  >  0. (11)

O ci gu wektorów 1t
tty  spe niaj cych warunki (10) – (11) mówimy, e opisuje

1 pty  – dopuszczalny proces wzrostu w gospodarce Gale’a. Dopuszczalny proces 
wzrostu 1* t

tty  prowadz cy do maksymalnej warto ci produkcji (mierzonej
w cenach von Neumanna p  ) w ko cowym okresie t1 horyzontu T nazywamy proce-
sem (y0, t1, p  ) – optymalnym. Jest on rozwi zaniem nast puj cego zadania wzrostu 
docelowego: 

 max 1typ  (12)
  p.w.(10) – (11). 

Szczególny rodzaj procesów wzrostu stanowi  tzw. procesy stacjonarne (z tem-
pem   >  0) postaci:

 y (t)  =   t y0 , y0    0. (13)

Z w asno ci (I) przestrzeni produkcyjnej Gale’a wynika, e stacjonarny proces 
wzrostu z tempem   >  0 istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy ma miejsce inkluzja 

(y0,    y0)    Z,
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co (dla pewnych wektorów y0) zachodzi o ile tylko w procesie takim tempo     M. 
Co wi cej, istnieje stacjonarny proces wzrostu 1t

tty  z tempem   =  M i pocz tko-
wym wektorem produkcji yy  postaci:

 yty t
M , (14)

gdzie y jest wektorem produkcji w optymalnym procesie Zyx  spe niaj cym 
warunek (1); zob. Panek (2003, tw. 5.6). Optymalny proces produkcji Zyx  jest 
okre lony z dok adno ci  do struktury, i w asno  t  ma tak e stacjonarny proces 
wzrostu (14). Nazywamy go optymalnym, stacjonarnym procesem wzrostu w gospo-
darce Gale’a. Proces taki charakteryzuje si , w szczególno ci, sta  w czasie (opty-
maln ) struktur  produkcji:

y
y

y
y

t
M

t
M

y
y s  

(zob. (4)). O pó prostej 

}|{ sN  

mówimy, e wyznacza magistral  produkcyjn  (tzw. promie  von Neumanna) w nie-
stacjonarnej gospodarce Gale’a.

4. „S ABE”, „SILNE” I „BARDZO SILNE” TWIERDZENIE O MAGISTRALI

Standardowe „s abe” twierdzenie o magistrali w gospodarce Gale’a brzmi nast -
puj co:

 Twierdzenie 1. Je eli spe nione s  warunki (I) – (V), wówczas   >  0 istnieje taka 
liczba naturalna k , e liczba okresów czasu, w których 1 pty  – optymalny proces 

1t
tty  spe nia warunek

 s
ty
ty

*

*

 (15)

nie przekracza k . Liczba k  nie zale y od d ugo ci horyzontu T (tj. nie zale y 
od t1).

Z dowodem mo na zapozna  si  np. w pracy Panek (2003, tw. 5.8). 



„Silny” efekt magistrali w modelu dynamiki ekonomicznej typu Gale’a. Zagadnienie wzrostu docelowego 453

Twierdzenie g osi, e struktura produkcji w optymalnym procesie wzrostu ró ni 
si  „dowolnie ma o” od struktury produkcji na magistrali, na której gospodarka 
rozwija si  w maksymalnym tempie M 7. Im d u szy jest horyzont T  =  {0,1, …, t1}, 
tym d u ej gospodarka pozostaje w bliskim otoczeniu magistrali (w sensie odleg o ci 
k towej (15)). 

Wprawdzie twierdzenie 1 mówi o zbli aniu si  optymalnego procesu wzrostu 
do magistrali, jednak nie opisuje sposobu w jaki to zbli enie nast puje. Precyzuj  to 
dwa kolejne twierdzenia. Zaczniemy od „bardzo silnego” twierdzenia wyja niaj cego 
co si  dzieje z optymalnym procesem, który w pewnym okresie 1tt  dociera do 
magistrali.

 Twierdzenie 2. Je eli spe nione s  warunki (I) – (V) i 1 pty  – optymalny 
proces 1* t

tty  w pewnym okresie 1tt  spe nia warunek Nty* , to 

11 1ttt Nty* . 

Podobne twierdzenie zosta o udowodnione we wspomnianej we Wst pie pracy Panek, 
Runka (2011), w której jednak inaczej ni  obecnie zde  niowany by  optymalny proces 
wzrostu. Poni ej przytaczamy dowód w przypadku gdy 1 pty  optymalny proces 

1* t
tty  jest rozwi zaniem zadania (12).

Dowód twierdzenia 2. Inkluzja Nty*  jest równowa na z warunkiem

 

zatem sty* , gdzie * ty . Utwórzmy proces 1' t
tty  postaci:

 
1

1
'

1

*

ttt
tt

dla
dla

s
ty

ty tt
M

  (16)

otrzymany ze „sklejenia” pocz tkowego fragmentu 1 pty  – optymalnego procesu 
1* t
tty  oraz ko cowej cz ci stacjonarnego procesu 1t

tty  postaci (14) z pocz t-
kowym wektorem  = . Proces wzrostu (16) jest (y0, t1) – dopuszczalny, 
zatem z de  nicji 1 pty  – optymalnego procesu 1* t

tty  mamy: 

7 Poniewa  na magistrali osi gana jest najwy sze tempo wzrostu produkcji, bywa ona czasami 
nazywana drog  najszybszego ruchu gospodarki.
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 .' 1
11

* sptyptyp tt
M  (17)

Z drugiej strony, zgodnie z (2), (10):

 1
* typ ...1 *

1
* 1 typtyp tt

MM .1 sptt
M  (18)

Za ó my, e 

11 1tt  

czyli .*

*

s
y
y  

Wówczas, zgodnie z (7),

 Myp
yppyy 11 *

*
**

lub inaczej

 .1 ** ypyp M  (19)

cz c (18), (19) otrzymujemy

 1
* typ  11 tt

M M sp  (20)

a st d i z (17)

sptt
M
1 11 tt

M M .sp

Nierówno  ta jest prawdziwa tylko gdy     0. Otrzymana sprzeczno  zamyka 
dowód twierdzenia 3.

Przy dowodzie „silnego” twierdzenia o magistrali potrzebna nam b dzie (wynika-
j ca z ci g o ci funkcji ) w asno  dopuszczalnych procesów produkcji g osz ca, e 

je eli tylko struktura nak adów 
x
x   w procesie (x, y)    Z jest dostatecznie „bliska” 



„Silny” efekt magistrali w modelu dynamiki ekonomicznej typu Gale’a. Zagadnienie wzrostu docelowego 455

struktury magistralnej s, to z nak adów tych mo liwe jest wytworzenie produkcji 
y    N z technologiczn  efektywno ci  dowolnie blisk  optymalnej efektywno ci M. 
Mówi o tym nast puj cy lemat.

 Lemat 1

M VssssSs &11'&1'1  

MM ss 1&

gdzie: 1|1 xxS   oraz (przypominamy) 1|1 xZyxV .

Dowód. Najpierw poka emy, e

1Ss 11 Vss M . 

Poniewa  s  >  0, wi c 1Ss min{ ss }s . Oczywi cie, (s)    1. Z w a-
sno ci procesu optymalnego (zob. (1), (4)) wynika, e ZVss M 1 . Wtedy, 
zwa ywszy na w asno  (III) przestrzeni produkcyjnej Z, otrzymujemy:

ss ZsM  czyli 1Vsss M , 

gdzie 
1
s

s   jest ci g  funkcj . We my dowolny ci g 1i
is  elementów z S++(1) 

zbie ny do s. Wtedy 1ss
i

i  i poniewa   jest funkcj  ci g  w otoczeniu s, 

wi c

111 sss . 

St d i z warunku (III) wynika, e 11 Vss M .

Funkcja  jest ci g a na V(1) oraz 

max
1

ssyx MM
Vyx

 

wi c 

MM sssss . 

Tez  lematu otrzymujemy przyjmuj c }min{' 1 .
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W prezentowanym dalej „silnym” twierdzeniu o magistrali dowodzimy, e wytr -
cenie optymalnego procesu wzrostu z otoczenia magistrali, o którym mowa w twier-
dzeniu 2, mo e mie  miejsce co najwy ej na pocz tku i pod koniec horyzontu T. Im 
d u szy jest horyzont gospodarki, tym d u ej, w rodkowej fazie, optymalny proces 
wzrostu przebiega w bliskim otoczeniu magistrali (tym bli ej im d u szy jest hory-
zont T). Istotn  rol  gra warunek (VI).

 Twierdzenie 3. We my 1 pty  – optymalny proces 1* t
tty . Je eli spe nione s  

warunki (I) – (VI), to 

 ktNk 1   s
ty
ty

*

*

. 

Dowód. Wybierzmy liczb    >  0. Niech liczba ( )    (0, M ) spe nia warunek (7). 
We my     (0, ( )) oraz odpowiadaj c  jej liczb  '    (0, ) z lematu. Zgodnie ze 
„s abym” twierdzeniem o magistrali istnieje taka liczba naturalna k , e je eli t1  >  k , to 

 '
*

*

s
ty
ty   (21)

dla co najmniej jednego t    T  =  {0,1, …, t1}. Niech t1  >  2k ' oraz 1 b dzie pierwszym, 
a 2 ostatnim okresem horyzontu T  =  {0,1, …, t1}, w którym zachodzi warunek (21). 
W wietle lematu

11
1

*
1

*

Vs
y
y

M  , 

czyli

Zsy M11
* ,

gdzie 1
*y . Wówczas proces 

11

1
*

1
1

1
~

1 ttdla
tdla

s
ty

ty t
M
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jest (y0, t1) – dopuszczalny oraz z de  nicji optymalnego procesu 1* t
tty :

 1
* typ ~

1typ .1 1 spt
M  (22)

Niech k ' b dzie liczb  okresów mi dzy 1, 2, w których 

s
ty
ty

*

*

. 

Z (2), (7), (10) otrzymujemy: 

 1
* typ 1' t

M
'1 k

M
'k

M 1
*yp  (23)

cz c (22), (23) dochodzimy do nierówno ci

spt
M1 11 1' t

M
'1 k

M
'k

M 1
*yp  

lub inaczej: 

.1
' 1

*

' 1

yp
sp

t

M

M

k

M

M  

Nierówno  powy sz , po podstawieniu 
1

*
1

*

1
*

y
ys , mo na zapisa  w równo-

wa nej postaci:

 .1
' 1

*

' 1

sp
sp

t

M

M

k

M

M  (24)

Zgodnie z lematem:

1
*s MM s1

zatem 1
*s sM1  oraz M 1

*s sM1 . Wówczas:

M 1
*sp spM1  
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czyli

M

M

sp
sp1

1
* . 

St d i z (24) dostajemy:

 
1

'

' t

M

M

k

M

M

M

M  

Pami taj c, e 0  <  ( ')  <  ( )  <  M (gdy  0'  <  '  <   i funkcja ( ) jest rosn ca; zob. 
warunek (VI)) oraz     (0, ( )) i t1  –  2    0, dochodzimy do nierówno ci:

1

'

' t

M

M

k

M

M

M

M  

czyli 1
1'k

M

M  lub (równowa nie) 1'1' k
M

k
M .

Jedyn  nieujemn  liczb  ca kowit  spe niaj c  ten warunek jest k '  =  0. W charak-
terze liczby k, o której mowa w tezie twierdzenia, mo na przyj  k  =  k '.

Nierówno  (23) sugeruje mo liwo  wyst powania innych cech charakterystycz-
nych procesów optymalnych w otoczeniu magistrali, zw aszcza po os abieniu lub 
zmody  kowaniu warunku (VI). Interesuj ca wydaje si  tak e odpowied  na pytanie 
czy w asno ci podobne do udowodnionych w twierdzeniu 4 b d  wykazywa  tak e 
optymalne procesy wzrostu po zast pieniu kryterium (12) na przyk ad kryterium 
maksymalizacji warto ci produkcji wytworzonej w ca ym horyzoncie T (a nie tylko 
w jego ko cowym okresie t1).

Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu
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„SILNY” EFEKT MAGISTRALI W MODELU DYNAMIKI EKONOMICZNEJ TYPU GALE’A. 
ZAGADNIENIE WZROSTU DOCELOWEGO

S t r e s z c z e n i e

Nawi zuj c do prac Panek (2003, rozdz. 5) oraz Panek, Runka (2011) udowodniono tzw. „silny” 
efekt magistrali w modelu dynamiki ekonomicznej typu Gale’a przy za o eniu, e efektywno  procesów 
produkcji w gospodarce jest tym ni sza im bardziej struktura nak adów w takich procesach odbiega od 
optymalnej.

S owa kluczowe: model Gale’a, równowaga von Neumanna, „s abe”, „silne” i „bardzo silne” twier-
dzenie o magistrali

„STRONG” TURNPIKE EFFECT IN THE GALE ECONOMIC DYNAMICS MODEL. 
FINITE STATE GROWTH PROBLEM

A b s t r a c t

This paper, in reference to articles Panek (2003) chapt. 5 and Panek, Runka (2011) presents proof of 
the “strong” turnpike effect in the Gale – type economic dynamic model, assuming that the production 
processes ef  ciency in the economy is the lower the more the investment structure in such processes 
differs from the optimum.

Keywords: Gale model, von Neumann equilibrium, „weak”, „strong” and „very strong” turnpike 
theorem




