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»SILNY” EFEKT MAGISTRALI W MODELU DYNAMIKI EKONOMICZNEJ
TYPU GALE’A. ZAGADNIENIE WZROSTU DOCELOWEGO

1. WSTEP

Artykut nawiazuje do pracy Panek (2003, rozdz. 5) oraz Panek, Runka (2011).
W pierwszej przedstawiono dowod tzw. ,,stabego” , a w drugiej” stabego” i ,,bardzo
silnego” twierdzenia o magistrali w stacjonarnej gospodarce Gale’a. W pracy z 2003 .
w charakterze kryterium wzrostu przyjeto wartos¢ produkcji, mierzonej w cenach
réwnowagi von Neumanna, wytworzonej w koncowym okresie ustalonego horyzontu
T={0,1,...,44}, t; < +oo. W artykule z 2011 r. rol¢ kryterium wzrostu gra mierzona
w cenach rdwnowagi von Neumanna wartos¢ produkcji wytworzonej w catym hory-
zoncie T.

W literaturze znana jest takze posrednia wersja tzw. ,,silnych” twierdzen o magi-
stralil. Jednemu z takich twierdzen poswiecony jest niniejszy artykut. Dzigki warun-
kowi (V1) jego dowdd jest prostszy od dowodow innych twierdzen tego typu znanych
z literatury. Przy dowodzie kluczowa role gra oryginalny lemat 1. W charakterze
Kryterium wzrostu przyjeto, tak jak w pracy z 2003 r., mierzonag w cenach rownowagi
von Neumanna wartos¢ produkcji wytworzonej w gospodarce w koncowym okresie t;
horyzontu T. Obowigzujg 0znaczenia stosowane w obu wspomnianych wyzej pracach.

2. PRZESTRZEN PRODUKCYJNA GALE’A. ROWNOWAGA VON NEUMANNA

W gospodarce Gale’a mamy n towardw, a jej mozliwosci wytworcze opisuje
tzw. przestrzen produkcyjna Z < RZ". Elementami przestrzeni Z sa pary wektorow
%,Y) = (X1, ..y Xy Y1, -+, Y) Naktadow (zuzycia) x oraz wynikéw (produkcji) y. Zapis
(X,y) € Z oznacza, ze z naktadéw x mozliwe jest wytworzenie produkcji y. Przestrzen
produkcyjna Gale’a spetnia nastepujace warunki?:

1 Zobacz m.in. Makarow, Rubinow (1973), McKenzie (1976), McKenzie (2005), Nikaido (1968,
rozdz. 1V), Takayama (1985, rozdz. 7), a z nowszych prac np. Khan, Piazza (2011). Obszerniejsza biblio-
grafie zamieszczono w pracy Panek (2011).

2 Z interpretacja ekonomiczng warunkéw (1) — (IV) mozna zapoznaé sie w pracy Panka (2003,
rozdz. 5).
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1) VOhyHeZ VC.y)eZ Va,f20(a(xty)+ Ay eZ),
am vy ezZ(x=0=>y=0),
() V(x,y)eZ VxX'Zx VOSY' =Sy ((x,y)eZ),

(1V) Z jest zbiorem domknietym w R2",

Tak zdefiniowana przestrzen produkcyjna Z jest stozkiem domknietym zawartym
W Rf” , Z wierzchotkiem w 0. Dalej interesujg nas wytacznie nietrywialnie procesy
produkcji (x,y) # 0.3 Liczbe

a(x,y) = max {a|ax = y}

nazywamy wskaznikiem technologicznej efektywnosci procesu (x,y). Funkcja a jest
ciggta i dodatnio jednorodna stopnia 0 na Z\{0}:

V(X y)eZ \{0} V>0 (a(ix,dy) = a(x,y)).
Przy przyjetych zatozeniach istnieje

ay =max  a(X,y)=max a(x,y)=a(X,y),
(x.y)eZ\{0} (X.Y)eV (1)

gdzie V(1) = {(x,y) e Z | |x| =1} (tutaj i dalej |a] = Z|ai|),4

Liczbg ay nazywamy optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci
produkcji w gospodarce Gale’a. Proces (X, Y), dla ktérego a(X,y) = «,,, nazywamy
optymalnym procesem produkciji.

Przy przyjetych zatozeniach proces taki istnieje i jest okreslony z doktadnoscia
do struktury (do mnozenia przez statg dodatnig). Dalej interesuja nas wytacznie takie
optymalne procesy produkcji (X,Y) € Z, w ktorych wytwarzane sa wszystkie towary,
czyli Y > 0. Gospodarke majacg te wiasnos¢ nazywamy regularng. Latwo zauwazy¢,
ze W regularnej gospodarce Gale’a istnieje optymalny proces produkcji (X, ¥), w kté-
rym

ayX=y>0. 1)
3 Przy zatozeniu (1) warunek (x,y) # 0 pociaga za soba x # 0.

4 Zob. np. Panek (2003, tw. 5.2; zamiast zwartego zbioru V(1) w twierdzeniu tym mamy zwarty
zbior Q).
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Piszac dalej o optymalnym procesie produkcji w (regularnej) gospodarce zawsze
mamy na mysli proces (X, y) spetniajacy warunek (1). Niech p = (py, ..., pn) = 0 bedzie
wektorem cen towardw. Liczbe

pex.y, p)=PY)
(p.X)

(tam gdzie jest okreslona) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci pro-
cesu (x,y) przy cenach p (tutaj i wszedzie dalej (a,b) = Zaibi).

W regularnej gospodarce Gale’a istniejg takie ceny p =0, przy ktérych

V(X,y)eZ (P, Y) < ay (P, X)) )
oraz
A(XY,P)= max B(X,y,p)=ay >0, ©)
(x,y)eZ\{0}

zob. np. Panek (2003; tw. 5.3, 5.4). Wektor p hazywamy wektorem cen von Neumanna.

Trojka {a,(X,y)eZ,p} tworzy tzw. optymalny stan rownowagi von Neumanna

w gospodarce Gale’a. W réwnowadze takiej dochodzi do zrownania efektywnosci

ekonomicznej produkcji w gospodarce Gale’a z jej efektywnoscia technologiczna.®
Wezmy optymalny proces produkcji (X,y) e Z. Zgodnie z (1) mamy:

= = =5>0. (4)

X
O wektorze § méwimy, ze charakteryzuje optymalng strukture naktadow [HJ

oraz produkgcji (”—;”J Interesuje nas taka gospodarka Gale’a, w ktorej efektywnosé
ekonomiczna jakiegokolwiek procesu (x,y) ze struktura naktadéw odbiegajaca od
optymalnej, jest nizsza od maksymalnej efektywnosci, osigganej przez gospodarke
w réwnowadze:

5 Jest to jednoczesnie najwyzsza efektywnos¢ jaka w ogéle moze osiagna¢ gospodarka.
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V) Vv(xyeZ (ﬁ;ﬁ§:>ﬂ(X,y,ﬁ)<ﬂ(Y,)7:5)=aM]-

> g}. (5)

Przy zatozeniach (1) — (V) funkcja g(:,",p) jest ciagta na Z(¢) oraz

Wezmy liczbe & > 0 i utworzmy zbior

2(8)={(X, y)eZ|

X 5
I

Ve>0 3dmax p(xy,p)=b(e)<a, (6)

(x.y)eZ (&)

lub inaczej, podstawiajac d(e) = ay — b(e):
Ve>0 35()>0 Y(xy)eZ(e)(B(xy,P)<ay, —d()), @)

zob. Panek (2003, lemat 5.2). Z definicji funkcji b wnioskujemy, ze jest ona dodatnia
i nierosnaca na obszarze okreslonosci:

&'>e=b(g")<b(e) oraz b(e) > oy, przy ¢ >0

(tym samym oy > 6(¢) — 0 przy ¢ — 0). Zadamy nieco wiecej, a mianowicie, ze

(V1) Efektywno$¢é ekonomiczna procesu (X,y) € Z jest tym nizsza, im bardziej

struktura naktadow X odbiega w nim od optymalnej struktury S.

I
Wowczas funkcja b(e) w (6) maleje (réwnowaznie: funkcja d(e) = ay — b(e)
rosnie) na obszarze okreslonosci. Warunek ten zachodzi np. gdy przestrzen produk-
cyjna Gale’a jest stozkiem silnie wypuklyms.

6 Dla dowolnych dodatnich liczb «, g oraz dowolnej pary liniowo niezaleznych proceséw
(x4 yh) € Z,(x3,y?) e Z ich kombinacja liniowa (x,y) = a(x1,y1) + B (x2,y?) jest punktem wewnetrznym
zbioru Z.
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3. DYNAMIKA. ZAGADNIENIE WZROSTU DOCELOWEGO

Oznaczmy przez t zmienng czasu, t = 0,1, ...,t; < +oo. Zbidr okresow T={0,1,...,t;}
jest horyzontem, w ktorym interesuje nas funkcjonowanie gospodarki. Okres koncowy
t, horyzontu T wyznacza jednoczesnie jego dtugosc. Przez

(X(0), (1)) = (X (1) X, (0, (Y1 (E)snrs ¥, (D) € Z (8)

oznaczamy dopuszczalny proces produkcji w gospodarce Gale’a w okresie t. Gospo-
darka jest zamknigta w tym sensie, ze naktady w okresie nastepnym pochodza w niej
wytacznie z produkcji wytworzonej w okresie poprzednim:

x(t+1) S y(), t=0,1,..t -1 9)
Nieréwnos¢ ta, tgcznie z inkluzjg (8) i warunkiem (I111) prowadzi do inkluzji
(y@t),yt+1)yez, t=o0,1,...,t -1 (10)
Ustalmy poczatkowy wektor produkcji
y(0)=y°>0. (11)

O ciggu wektorow {y(t)}L, spetniajacych warunki (10) — (11) méwimy, ze opisuje
(y’,t,, P) — dopuszczalny proces wzrostu w gospodarce Gale’a. Dopuszczalny proces
wzrostu {y*(t)}?= , prowadzacy do maksymalnej wartosci produkcji (mierzonej
w cenach von Neumanna p’) w koncowym okresie t; horyzontu T nazywamy proce-
sem (y9,t;,p) — optymalnym. Jest on rozwigzaniem nastepujacego zadania wzrostu
docelowego:

max(p, y(t,)) (12)
p.w.(10) — (11).

Szczegblny rodzaj procesOw wzrostu stanowia tzw. procesy stacjonarne (z tem-
pem y > 0) postaci:

y(t) =pty0, yo£0. (13)

Z wtasnosci (1) przestrzeni produkcyjnej Gale’a wynika, ze stacjonarny proces
wzrostu z tempem y > 0 istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy ma miejsce inkluzja

V0 yy9) ez,
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co (dla pewnych wektoréw y°) zachodzi o ile tylko w procesie takim tempo y < ay.
Co wigcej, istnieje stacjonarny proces wzrostu {y(t)}i, z tempem y = ay i poczatko-
wym wektorem produkcji Y(0)=Yy >0 postaci:

yO=ay,y, (14)

gdzie ¥ jest wektorem produkcji w optymalnym procesie (X,Y) € Z spetniajacym
warunek (1); zob. Panek (2003, tw. 5.6). Optymalny proces produkcji (X,Y) € Z jest
okreslony z doktadnoscig do struktury, i wiasnos¢ t¢ ma takze stacjonarny proces
wzrostu (14). Nazywamy go optymalnym, stacjonarnym procesem wzrostu w gospo-
darce Gale’a. Proces taki charakteryzuje si¢, w szczeg6lnosci, stata w czasie (opty-
malna) strukturg produkcji:

Y _ewy Y g
19l Jersy 9
(zob. (4)). O potprostej
N ={15|1> 0}

mowimy, ze wyznacza magistrale produkcyjng (tzw. promien von Neumanna) w nie-
stacjonarnej gospodarce Gale’a.

4. ,SLABE”, ,,SILNE” | ,,BARDZO SILNE” TWIERDZENIE O MAGISTRALI

Standardowe ,,stabe” twierdzenie o magistrali w gospodarce Gale’a brzmi naste-
pujaco:

o Twierdzenie 1. Jezeli spetnione sa warunki (1) — (V), wéwczas Ve > 0 istnieje taka
liczba naturalna k., ze liczba okreséw czasu, w ktérych (y°,t,, ) — optymalny proces
{y*(t)}?=0 spetnia warunek

& -5|>¢ (15)
Iy

nie przekracza k.. Liczba k, nie zalezy od dtugosci horyzontu T (tj. nie zalezy
od ty).
Z dowodem mozna zapozna¢ si¢ np. w pracy Panek (2003, tw. 5.8).
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Twierdzenie gtosi, ze struktura produkcji w optymalnym procesie wzrostu rézni
sie ,,dowolnie mato” od struktury produkcji na magistrali, na ktérej gospodarka
rozwija si¢ w maksymalnym tempie ay’. Im dtuzszy jest horyzont T ={0,1, ...,t;},
tym dtuzej gospodarka pozostaje w bliskim otoczeniu magistrali (w sensie odlegtosci
katowej (15)).

Woprawdzie twierdzenie 1 méwi o zblizaniu si¢ optymalnego procesu wzrostu
do magistrali, jednak nie opisuje sposobu w jaki to zblizenie nastepuje. Precyzuja to
dwa kolejne twierdzenia. Zaczniemy od ,,bardzo silnego” twierdzenia wyjasniajacego
co si¢ dzieje z optymalnym procesem, ktéry w pewnym okresie f <t; dociera do
magistrali.

o Twierdzenie 2. Jezeli spetnione sa warunki (1) — (V) i (¥°,t,P) — optymalny
proces {y*(t)}:io w pewnym okresie t <t, spetnia warunek y (f) e N, to

vteff+1..t, -1} ( y' () eN ).

Podobne twierdzenie zostato udowodnione we wspomnianej we Wstepie pracy Panek,
Runka (2011), w ktorej jednak inaczej niz obecnie zdefiniowany byt optymalny proces
wzrostu. Ponizej przytaczamy dowdd w przypadku gdy (y°,t;, P) optymalny proces
{y*(t)}?:O jest rozwigzaniem zadania (12).

Dowdd twierdzenia 2. Inkluzja ¥y (f) € N jest rownowazna z warunkiem

y*(©)
ly*@®ll

=3,
zatem y'(f) = 0’5, gdzie o = Hy*(t“)H > 0. Utworzmy proces {y'(t)}-, postaci:

( ¢ 16
atios, dia t=f+L..t, (16)

, ‘), dla t=0.1..t,
. :{ y'(®
otrzymany ze ,sklejenia” poczatkowego fragmentu (y°,t,, p) — optymalnego procesu
{y*(t)}:l:0 oraz koncowej czesci stacjonarnego procesu {V(t)}f:o postaci (14) z poczat-
kowym wektorem ¥ = ay‘0os e N. Proces wzrostu (16) jest (y°,t;) — dopuszczalny,
zatem z definicji (y°,t;, p) — optymalnego procesu {y*(t)}ILO mamy:

7 Poniewaz na magistrali osiggana jest najwyzsze tempo wzrostu produkcji, bywa ona czasami
nazywana droga najszybszego ruchu gospodarki.
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(Y () 2(P,y'(t)) =y ' o(P,5) >0.

Z drugiej strony, zgodnie z (2), (10):

(BY M) <y (P,y (L -D) <. <P,y (D) = ay " o(P.5).

Zat6zmy, ze
3re&+ng—ﬂQ§Z%¢§)
. y (@ J_
Czy|| Hy*(z-)H S|l=¢>0.

Wodweczas, zgodnie z (7),

35, >0 [ﬂ(y*(r),y*(ﬂlxp):WWSaM —@j
.y (@)

lub inaczej
(P,Y (z+D) <(ay =8,)XP.Y (7).
Laczac (18), (19) otrzymujemy
(Y (W) < ay (ay =6,) o(p.S),
astad iz (17)

0<al'o(p,s) <a ™ (ay, -9.) o(P,s).

(17)

(18)

(19)

(20)

Nieréwnos¢ ta jest prawdziwa tylko gdy o, <0. Otrzymana sprzecznos¢ zamyka

dowdd twierdzenia 3.

Przy dowodzie ,,silnego” twierdzenia o magistrali potrzebna nam bedzie (wynika-
jaca z ciagtosci funkcji ) wtasnos¢ dopuszczalnych proceséw produkcji gtoszaca, ze

jezeli tylko struktura naktadow ﬁ w procesie (X,y) € Z jest dostatecznie ,,bliska”
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struktury magistralnej S, to z naktadéw tych mozliwe jest wytworzenie produkcji
y € N z technologiczng efektywnoscig dowolnie bliskg optymalnej efektywnosci ay.
Mowi o tym nastepujacy lemat.
o Lemat 1
v5e(0)3e>0seS,, O)&[s-5| <&'= (5,0-6)a,5) eV (D) &
&a(s,(1-8)xy5) = ay —5),
gdzie: S,, (1) = {x >0 =1} oraz (przypominamy) V(1) = {(x, yeZl|X| =1}.
Dowod. Najpierw pokazemy, ze
VseS, . (D3oe (O,l)((s,o-aM S) eV(l)).
Poniewaz §> 0, wiec Vse S, (1) 3A(S) = min{/l\ As>5}. Oczywiscie, A(s) > 1. Z wia-

snosci procesu optymalnego (zob. (1), (4)) wynika, ze (S,ayS) eV (@) < Z. Wtedy,
zwazywszy na wiasnos¢ (111) przestrzeni produkcyjnej Z, otrzymujemy:

(A(8)s, @, 5) € Z czyli (s,0(s)a,,5)eV (1),

. (R . . . i .
gdzie o(s)= E jest ciagta funkcja. Wezmy dowolny ciag {s }i:l elementow z S,.(1)
zbiezny do 5. Wtedy O'(Si)—i>0(§) =1i poniewaz ¢ jest funkcja ciagta w otoczeniu §,

wiec
v5>0 g >0(s-5| <& = 0(5)21-5).
Stad i z warunku (I11) wynika, ze (s,(1-90)a,5)eV D).

Funkcja « jest ciagta na V(1) oraz

max a(X,y)=a, =a(S,a,9S),
(Y)eV @)

wiec

v5>0 35,50 (s-5|<e, = a(s,0(a,5)>a, -6.

Teze lematu otrzymujemy przyjmujac &¢'= min{e;, &,}.
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W prezentowanym dalej ,,silnym” twierdzeniu o magistrali dowodzimy, ze wytra-
cenie optymalnego procesu wzrostu z otoczenia magistrali, o ktérym mowa w twier-
dzeniu 2, moze mie¢ miejsce co najwyzej na poczatku i pod koniec horyzontu T. Im
diuzszy jest horyzont gospodarki, tym dtuzej, w srodkowej fazie, optymalny proces
wzrostu przebiega w bliskim otoczeniu magistrali (tym blizej im dtuzszy jest hory-
zont T). Istotna role gra warunek (V1).

o Twierdzenie 3. Wezmy (yo,tl, P) — optymalny proces {y*(t)}tio. Jezeli spetnione sa
warunki (I) — (VI), to

Dowdd. Wybierzmy liczbe ¢ > 0. Niech liczba d(¢) € (0,ap) spetnia warunek (7).
Wezmy 6 € (0,4(¢)) oraz odpowiadajaca jej liczbe &' € (0,¢) z lematu. Zgodnie ze
,»Stabym” twierdzeniem o magistrali istnieje taka liczba naturalna k., ze jezeli t; > k., to

y')

et Tl

Ve>0 JkeN WVt >2k vtefk,k+1,...,t; — k} { *(t)H
y

yo o
_ 21
o] | &

dla co najmniej jednego t € T={0,1, ...,t;}. Niech t; > 2k.' oraz 7; bedzie pierwszym,
a 7, ostatnim okresem horyzontu T={0,1,...,t;}, w ktérym zachodzi warunek (21).
W swietle lematu

( Y@ (1_8)a, s)]eva) ,
Y (%)

czyli
(' (7). 0= 8)ay3))e Z,

gdzie o= Hy*(rl)H >0. Wowczas proces

Jt) = y (b), dlat=01,....7,
Y= oc(l-8)a, s, dlat=r+1..t
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jest (y9,t;) — dopuszczalny oraz z definicji optymalnego procesu {y*(t)}?:o:

(.Y (1)) 2 (P, Y (1)) = o(1-8)ay, " (P.5S). (22)

Niech k' bedzie liczba okreséw miedzy 74, 75, W ktérych

y ® -S||=z¢.
y' (o)
Z (2), (7), (10) otrzymujemy:
(.Y (W) < (e =S(eN" ™ ™™ (e =) (.Y (1) - (23)

Laczac (22), (23) dochodzimy do nieréwnosci

o(l=8)any " (P,5) < (ay —6(£))" ™ ai ™ (ay —8(e) (P, (7)),

lub inaczej:

(aM —6<8)Jk' >( o, J (- 6)(P.5)

Ay oy —4(e) (.Y (7))
Nieréwnos¢ powyzsza, po podstawieniu s*(rl)zﬁ, mozna zapisa¢ W réwno-
waznej postaci: 1 “
k' 4Y-7y — =
(aM —5(s)J 2( ay j A-3XP.5) (24)
ay ay —0(&") (P,s (7))

Zgodnie z lematem:

o= a(S*(Tl), A-d6)aysS)zay -5,
zatem as (z;) < (1-6)a,,§ oraz (ay, —6) S (r,) < 1-6)a,, S . Wéwczas:

(ay =0) (P.s" (7)) < 1= 0)ay (P,5),
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czyli

A-6)P.8) | @y =5
<E=S*(T1)> N aM

Stad i z (24) dostajemy:

oy —o(e) ‘ S ay, v oy —0
ay Ny, -0 a,

Pamietajac, ze 0 < d(e") < d(e) < oy (gdyz 0' < &' < ¢ i funkcja d(e) jest rosngca; zob.
warunek (V1)) oraz 6 € (0,d(g)) i t, — 7, > 0, dochodzimy do nieréwnosci:

oy, —0(€) . S ay e ay —o(e)
ay ay, —o(e") ay '

k'-1
czyli [“M_—‘S(S)J >1 lub (réwnowaznie) (o, —5(e)) " > ali .
Ay

Jedyna nieujemna liczba catkowita spetniajaca ten warunek jest k' = 0. W charak-
terze liczby k, o ktorej mowa w tezie twierdzenia, mozna przyjac k = k..
|

Nieréwnos¢ (23) sugeruje mozliwos¢ wystepowania innych cech charakterystycz-
nych proceséw optymalnych w otoczeniu magistrali, zwtaszcza po ostabieniu lub
zmodyfikowaniu warunku (V). Interesujaca wydaje si¢ takze odpowiedz na pytanie
czy wiasnosci podobne do udowodnionych w twierdzeniu 4 beda wykazywacé takze
optymalne procesy wzrostu po zastgpieniu kryterium (12) na przyktad kryterium
maksymalizacji wartosci produkcji wytworzonej w catym horyzoncie T (a nie tylko
w jego koncowym okresie t;).
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LSILNY” EFEKT MAGISTRALI W MODELU DYNAMIKI EKONOMICZNEJ TYPU GALE’A.
ZAGADNIENIE WZROSTU DOCELOWEGO

Streszczenie

Nawiazujac do prac Panek (2003, rozdz. 5) oraz Panek, Runka (2011) udowodniono tzw. ,silny”
efekt magistrali w modelu dynamiki ekonomicznej typu Gale’a przy zatozeniu, ze efektywnosé procesow
produkcji w gospodarce jest tym nizsza im bardziej struktura naktadéw w takich procesach odbiega od
optymalnej.

Slowa kluczowe: model Gale’a, réwnowaga von Neumanna, ,,stabe”, ,,silne” i ,,bardzo silne” twier-
dzenie o magistrali

»STRONG” TURNPIKE EFFECT IN THE GALE ECONOMIC DYNAMICS MODEL.
FINITE STATE GROWTH PROBLEM

Abstract

This paper, in reference to articles Panek (2003) chapt. 5 and Panek, Runka (2011) presents proof of
the “strong” turnpike effect in the Gale — type economic dynamic model, assuming that the production
processes efficiency in the economy is the lower the more the investment structure in such processes
differs from the optimum.

Keywords: Gale model, von Neumann equilibrium, ,,weak”, ,;strong” and ,,very strong” turnpike
theorem






